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A c k n o w l e d g e m e n t

I t  i s  a  p l e a s u r e  t o  e x p r e s s  my w a r m e s t  t h a n k s  t o  

P r o f e s s o r  L o u i s  N i r e n b e r g  who f i r s t  i n t r o d u c e d  me t o  b o t h  

d i f f e r e n t i a l  g e o m e t r y  a n d  t h e  t h e o r y  o f  e l l i p t i c  o p e r a t o r s .  

H i s  e n c o u r a g e m e n t  a n d  g u i d a n c e  t h r o u g h o u t  my g r a d u a t e  

c a r e e r  a r e  m o s t  g r a t e f u l l y  a p p r e c i a t e d .

I  w o u l d  a l s o  l i k e  t o  e x p r e s s  my g r a t i t u d e  t o  P r o f e s s o r  

I .  M. S i n g e r  f o r  h i s  i n t e r e s t  a n d  e n c o u r a g e m e n t .

S i n c e r e  t h a n k s  a r e  e x t e n d e d  a s  w e l l  t o  P r o f e s s o r s  

S y l v a i n  C a p p e l l  a n d  H a r s h  P i t t i e  f o r  t h e i r  t i m e  a n d  i n t e r e s t .

A v e r y  s p e c i a l  d e b t  o f  g r a t i t u d e  I  owe t o  my w i f e ,  

P e n i n a ,  f o r  h e r  e n c o u r a g e m e n t  a n d  l o v e .  W i t h o u t  h e r  h e l p  

t h i s  t h e s i s  c o u l d  n e v e r  h a v e  b e e n  w r i t t e n .

To t h e  C o u r a n t  I n s t i t u t e  g o  my t h a n k s  f o r  m a k i n g  i t  

p o s s i b l e  f o r  me t o  l e a r n  some m a t h e m a t i c s .

F i n a l l y ,  I  w o u l d  l i k e  t o  t h a n k  M s.  C o n n i e  E n g l e  f o r  

h e r  e x c e l l e n t  t y p i n g .  S h e  c r e a t e d  a  t y p e w r i t t e n  m a n u s c r i p t  

e x  n i h i l o .

y  " a V u n n

i i i



INTRODUCTION

A c l a s s i c a l  t h e o r e m  o f  P o i n c a r d - H o p f  a s s e r t s ,  i n  p a r t ,  

t h a t  i f  a  c o m p a c t  m a n i f o l d  M h a s  E u l e r - P o i n c a r e  c h a r a c t e r i s t i c  

X (M) 0 t h e n  e v e r y  f l o w  on  M h a s  a  s t a g n a t i o n  p o i n t .  I f  t h e

m a n i f o l d  h a s  a d d i t i o n a l  s t r u c t u r e  ( e . g .  R i e m a n n i a n  o r  c o m p l e x )  

i t  i s  n a t u r a l  t o  c o n s i d e r  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s p e c i a l  g r o u p  

o f  t r a n s f o r m a t i o n s  t h a t  p r e s e r v e  t h e  a d d i t i o n a l  s t r u c t u r e .

I n  p a r t i c u l a r ,  o n e  may a s k  w h e t h e r  o r  n o t  M a d m i t s  a  s t r u c t u r e -  

p r e s e r v i n g  g r o u p  a c t i o n  w i t h o u t  f i x e d  p o i n t s .

S i n c e  f l o w s  a r e  g e n e r a t e d  b y  v e c t o r  f i e l d s ,  f o r  

R i e m a n n i a n  m a n i f o l d s  t h e  q u e s t i o n  may b e  r e p h r a s e d  a s  f o l l o w s :  

W h a t  t o p o l o g i c a l  o r  g e o m e t r i c  p r o p e r t i e s  o f  a  R i e m a n n i a n  

m a n i f o l d  M a l l o w  o n e  t o  c o n c l u d e  t h a t  e v e r y  K i l l i n g  f i e l d  —  

a n  i n f i n i t e s i m a l  g e n e r a t o r  o f  i s o m e t r i c s  —  m u s t  v a n i s h  so m e ­

w h e r e  o n  M? I n  t h i s  c o n n e c t i o n ,  M a r c e l  B e r g e r  [ 3  ] h a s  show n 

t h a t  o n  a  c l o s e d  R i e m a n n i a n  m a n i f o l d  o f  e v e n  d i m e n s i o n  e v e r y  

K i l l i n g  f i e l d  o f  a  m e t r i c  o f  p o s i t i v e  s e c t i o n a l  c u r v a t u r e  

m u s t  v a n i s h  s o m e w h e r e .  I n  C h a p t e r  I I  a  n u m b e r  o f  r e s u l t s  

a l o n g  t h e s e  l i n e s  a r e  p r e s e n t e d .  Among t h e s e  a r e :

( 1 )  I f  a n  e v e n  d i m e n s i o n a l  c l o s e d  m a n i f o l d  a d m i t s  a  m e t r i c  

o f  p o s i t i v e  R i c c i  c u r v a t u r e  a n d  s a t i s f i e s  a  c e r t a i n  t o p o l o g i ­

c a l  c o n d i t i o n  t h e n  i t  a d m i t s  n o  n o n v a n i s h i n g  K i l l i n g  f i e l d s  

f o r  a n y  m e t r i c ,  a n d  (2) I f  t h e  s e c o n d  B e t t i  n u m b e r  o f  M i s  

n o n z e r o  a n d  M a d m i t s  a  m e t r i c  w i t h  c u r v a t u r e  s a t i s f y i n g  a  

c e r t a i n  p o s i t i v e  " p i n c h i n g  c o n d i t i o n "  t h e n  i t  a d m i t s  n o  

n o n v a n i s h i n g  K i l l i n g  f i e l d s  f o r  a n y  m e t r i c .  T h e s e  r e s u l t s
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a r e  p r o v e d  b y  m e a n s  o f  a  f i x e d  p o i n t  t h e o r e m  f o r  c i r c l e  

a c t i o n s .

F o r  c o m p l e x  m a n i f o l d s ,  M a t s u s h i m a  [21]  p r o v e d  t h a t  i f

M i s  p r o j e c t i v e  a l g e b r a i c  a n d  H*(M,R) = 0 t h e n  e v e r y  f l o w

o n  M t h a t  p r e s e r v e s  t h e  c o m p l e x  s t r u c t u r e  h a s  a  s t a g n a t i o n

p o i n t ,  i . e .  e v e r y  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  o n  M v a n i s h e s

s o m e w h e r e .  C a r r e l l  a n d  L i e b e r m a n  [ S ] e x t e n d e d  M a t s u s h i m a ' s

r e s u l t  t o  a l l  c l o s e d  K a h l e r  m a n i f o l d s .  I n  C h a p t e r  I I I

M a t s u s h i m a ' s  t h e o r e m  i s  g e n e r a l i z e d  t o  a l l  c l o s e d  c o m p l e x

m a n i f o l d s  a n d  a  n u m b e r  o f  r e l a t e d  r e s u l t s  a r e  p r o v e d .

We m e n t i o n  o n l y :  I f  M11 i s  a  c l o s e d  c o m p l e x  m a n i f o l d  a n d

t h e  H o d g e  n u m b e r s  o f  M s a t i s f y  £ h ^ ' ^ +^ = 0 t h e n  M
p < n - l

a d m i t s  no  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d .

C h a p t e r  IV f o c u s e s  on a  q u e s t i o n  r a i s e d  b y  C h e r n :

I f  x(M) “  0 t h e n  M a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  v e c t o r  f i e l d .

O n e  may a s k  w h e t h e r  o r  n o t  M a d m i t s  a  v e c t o r  f i e l d  t h a t  i s  

p a r a l l e l  w i t h  r e s p e c t  t o  some R i e m a n n i a n  m e t r i c .  C h e r n  p r o v e d  

t h a t  i f  s u c h  a  m e t r i c  e x i s t s  t h e n  t h e  f i r s t  B e t t i  n u m b e r  b ^  1 

a n d  t h e  s e c o n d  B e t t i  n u m b er  b 2 b ^ - 1 ,  a n d  h e  c o n j e c t u r e d  

t h a t  t h e s e  c o n d i t i o n s  w e r e  n o t  s u f f i c i e n t  [ 1 0 ] .  One o f  t h e  

m a i n  r e s u l t s  o f  C h a p t e r  IV i s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a d d i t i o n a l  

n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s :  b k+1  ^  b ^  -  f o r  a l l  1 <_ k  <_ n - 1  =

d i m  M - l .  T h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  r e f i n e d  w h e n  t h e  v e c t o r  f i e l d  

i s  p a r a l l e l  w i t h  r e s p e c t  t o  a  K a h l e r  m e t r i c .  I n  a d d i t i o n ,  

a  n u m b e r  o f  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  a  c l a s s i c a l  t h e o r e m  o f  

H u r w i t z  [17]  a r e  p r e s e n t e d .  F o r  e x a m p l e :  I f  a  c l o s e d
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R i e m a n n i a n  n - m a n i f o l d  w i t h  R i c c i  c u r v a t u r e  <_ 0 f a i l s  t o

s a t i s f y  “  ^ k - 1  ^o r  so ine  v a ^ u e  o f  1 1. k  1 . n “ l

t h e n  i t s  i s o m e t r y  g r o u p  i s  f i n i t e .

I n  C h a p t e r  V t h e  f o l l o w i n g  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a  

t h e o r e m  o f  P o i n c a r e  i s  p r o v e d :  I f  a  c o m p l e x  m a n i f o l d

o f  d i m e n s i o n  2n + l  a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  ( 2n + l , 0 ) f o rm  

t h e n  t h e  a r i t h m e t i c  g e n u s  o f  M i s  z e r o .  T h i s  t h e o r e m  a n d  

H u r w i t z ' t h e o r e m  a r e  b o t h  p r o v e d  b y  u s i n g  t h e  t h e o r y  o f  

e l l i p t i c  o p e r a t o r s .
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I. PRELIMINARIES

The p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  f i x  n o t a t i o n ,  c o l l e c t  

some f a c t s  f ro m  r e a l  a n d  c o m p l e x  d i f f e r e n t i a l  g e o m e t r y ,  a n d  

p r o v e  some p r e l i m i n a r y  r e s u l t s .

1 . 1 . M i s  a  c l o s e d  d i f f e r e n t i a b l e  n - m a n i f o l d  i f  i t  i s  c o m p a c t

a n d  8M = 0 .  I f  M i s  a n  o r i e n t e d  R i e m a n n i a n  n - m a n i f o l d  w i t h

m e t r i c  g  a n d  R i e m a n n i a n  v o l u m e  f o r m  v o l  t h e r e  e x i s t s  a n  
* 9

o p e r a t o r  * ,  c a l l e d  t h e  " H o d g e - s t a r  o p e r a t o r " ,  m a p p in g  p - f o r m s  

t o  n - p  f o r m s :  * :  Ap •+• An  p . F u r t h e r m o r e ,  ** a  = ( - i ) P ^ n - P) a

i f  a  e  Ap , a n d  * 1  = v o l  . I f  {w.} a r e  o r t h o n o r m a l  1 - f o r m s
g  j

* l = w ,  a  . . .  a  i f  (o. a  . . .  a  w l i e s  i n  t h e  o r i e n t a t i o n  1 n  l  n
c l a s s .  A p o i n t w i s e  m e t r i c  i s  d e f i n e d  on Ap by  e x t e n d i n g  t h e

f o l l o w i n g  fo rm  b i l i n e a r l y :  < £ .  a  . . .  a  £.  ,  n ,  a  . . .  A n ,  >
d e f  1 i  * P *1

= d e t  g(5_- ,n< ) w h e r e  £ ,  ,n<  e  A (T M ). T h e n ,  f o r  
j  k j  k  p

a G A p , a A * a =  ( a , a )  v o l  . The p o i n t w i s e  i n n e r  p r o d u c t
2

may b e  i n t e g r a t e d  t o  d e f i n e  a  g l o b a l  L i n n e r  p r o d u c t  o n

1 .  R i e m a n n i a n  m a n i f o l d s .

d e f  
6 =

I f  d  i s  t h e  o p e r a t o r  o f  e x t e r i o r  d i f f e r e n t i a t i o n  l e t
2

f o r m a l  a d j o i n t  o f  d  i n  t h e  L p r o d u c t  a b o v e :  ( d a , 6 ) = ( a , 6 6 ) .

I t  f o l l o w s  t h a t  6 : Ap +  Ap  ^ a n d ,  i n  f a c t ,  6 = ( - l ) ^ * d *

w h e r e  y = n ( n + p ) + l  when 6 i s  a p p l i e d  t o  p - f o r m s .  The
d e f  n  p

L a p l a c i a n  A = d 6 + 6d :  A^ A^ a n d  w i t h  o u r  c h o i c e  o f  s i g n s

A = -  J D2 f o r  M =  Rn w i t h  t h e  E u c l i d e a n  m e t r i c .  C f .  [ 4 ] , [ 3 1 ]  .
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1 . 2 . I f  X i s  a  v e c t o r  f i e l d  and u  i s  a  p - f o r m ,  p > 1 ,  we
d e fd e f i n e  t h e  i n t e r i o r  p r o d u c t  o f  X a n d  to b y  i  to = < o ( X , . . . )A

Thus i x : Ap  Ap . On A0  = C (M) , i x  i s  d e f i n e d  a s  t h e  z e r o  

o p e r a t o r .  I f  n i s  t h e  o n e  f o r m  d u a l  t o  a  v e c t o r  f i e l d  E 

i n  t h e  m e t r i c  g  t h e n  i £n = n (E) = g ( E , E )  . F o r  a  £ Ar ,

6 €  As , a n d  a  v e c t o r  f i e l d  X we h a v e

i x ( a  a B) =  ( i x a )  a B + { - l ) d e g  a  a  a i x B

i . e .  i x  i s  a n  a n t i d e r i v a t i o n  o f  d e g r e e  - 1  on  t h e  e x t e r i o r
* 1a l g e b r a  A (M) . F o r  a  R i e m a n n i a n  m a n i f o l d  w i t h  n e  A we

s o m e t i m e s  w r i t e  i  i n  p l a c e  o f  i _  w h e r e  E = c o n t r a v a r i a n tn ti
fo rm  o f  x). L e t  £. d e n o t e  t h e  o p e r a t i o n  o f  l e f t  m u l t i p l i c a

t i o n  b y  n e  A^.  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  i t  +  t  i  : Ap -*•n n n n
a n d ,  m o r e o v e r ,  f o r  a £  Ap :

( i T1£-rj+ t ^ i ^ )  (a )  ■* A + h a i ^ a  = ( i ^ n J a  = g ( n / h ) a

H ere  “  m u l t i p l i c a t i o n  b y  t h e  f u n c t i o n  g ( n » n )

Also ,  i t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  <n a a ,B >  e  < a , i  B> f 2 8 )»
P n P** l

1 . 3 . L e t  X d e n o t e  t h e  l i n e a r  s p a c e  o f  v e c t o r  f i e l d s  o n  M. 

A c o n n e c t i o n  o r  c o v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t i o n  on M i s  a  m a p  

X x X X s u c h  t h a t  f o r  X ,Y ,Z  £  X a n d  f  £ C°“ :

VfX+YZ *  f 7XZ + 7YZ
(b )  7 x fY  « ( X f ) Y + fVx Y

w h e re  VXY = V ( X , Y ) ,  e t c .

5
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T h e  t o r s i o n  o f  a  c o n n e c t i o n  V i s  t h e  t e n s o r  f i e l d  T 

o f  t y p e  ( 1 , 2 )  g i v e n  b y  T(X,Y)  = VXY -  Vy X -  [X,Y] , w h e r e  

[X,Y] i s  t h e  c o m m u t a t o r  o f  X a n d  Y. A c o n n e c t i o n  i s  

R i e m a n n i a n  ( w i t h  r e s p e c t  t o  g)  i f  X g (Y ,Z )  = g (V x Y ,Z )  +

+ g ( Y , V x Z ) . I t  i s  w e l l  known t h a t  e v e r y  R i e m a n n i a n  m a n i f o l d  

(M,g)  a d m i t s  a  u n i q u e  t o r s i o n  f r e e  (T = 0) c o n n e c t i o n  c a l l e d  

t h e  L e v i - C i v i t a  c o n n e c t i o n . H e n c e f o r t h , V  a l w a y s  d e n o t e s  t h e  

L e v i - C i v i t a  c o n n e c t i o n .  A p a r a l l e l  v e c t o r  f i e l d  i s  a  v e c t o r  

f i e l d  X s a t i s f y i n g  Vy X = 0 f o r  a l l  Y e  X [ 1 4 ] .

1 . 4 . T h e  c o m m u t a t o r  [X,Y] i s  a l s o  c a l l e d  t h e  L i e  d e r i v a t i v e  

o f  Y i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  X a n d  d e n o t e d  B o t h  Vx  a n d  Lx

c a n  b e  e x t e n d e d  t o  m a p p i n g s  o f  h? + A*5 a n d  o f  t e n s o r  f i e l d s  

o f  t y p e  ( r , s )  t e n s o r  f i e l d s  o f  t y p e  ( r , s )  a s  f o l l o w s :

( a )  I f  u) e  Ap a n d  Y . f . . . , Y  e  X
^  r

P

( b )  I f  u  e  Ap a n d  Y1 # . . . , Y p e  x

n

9  •  •  •  9

a n d  m o re  g e n e r a l l y :

( c )  I f  T i s  a  t e n s o r  f i e l d  o f  t y p e  ( r , s )  a n d  

i • • • / Yfl ^  X f (i}<̂ i • • • ^  A $ t h e n•  •  •  9



I f  g  i s  a  R i e m a n n i a n  m e t r i c ,  we h a v e  t h u s  d e f i n e d  Lv g a n d  i fX “
Lx g  = 0  X i s  c a l l e d  a  K i l l i n g  v e c t o r  f i e l d  ( w i t h  r e s p e c t  t o  g )  . 

I t  i s  known t h a t  a  K i l l i n g  f i e l d  i s  d i v e r g e n c e  f r e e  ( i n  t h e

LXT = 0 m e a n s  t h a t  T i s  i n v a r i a n t  u n d e r  <J>t , a n d  s o  i f  X i s  

a  K i l l i n g  v e c t o r  i t s  f l o w  <|>t  i s  a  1 - p a r a m e t e r  g r o u p  o f  

i s o m e t r i e s  o f  ( M , g ) .

The L i e  d e r i v a t i v e  a n d  i n t e r i o r  m u l t i p l i c a t i o n  on p  f o r m s  

a r e  c o n n e c t e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  Lx = i x °d  + d ° i x

c f .  [ 1 3 ] , [ 1 9 1 .

1 . 5 . The c o v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t i o n  i n d u c e s  a  t e n s o r  o f
d e f

t y p e  ( 1 , 1 ) :  I f  X €  X l e t  Ax  = Lx ” VX c  ” ^ ( « ) X* T^ e

f o l l o w i n g  p r o p e r t y  o f  K i l l i n g  f i e l d s  i s  w e l l  known.

Lemma 1 i s  a  skew  a d j o i n t  t r a n s f o r m a t i o n  o f  T M i f

X i s  a  K i l l i n g  f i e l d  o n  ( M , g ) .

P r o o f :  C f .  [ 1 9 ] ,  p a g e  2 3 7 .

We w i l l  n e e d  t h e  f o l l o w i n g  e x t e n s i o n .

Lemma 2 I f  X i s  a  K i l l i n g  f i e l d  o n  (M,g) t h e n  L i s  a
A

k  ksk ew  a d j o i n t  t r a n s f o r m a t i o n  A *► A ( w i t h  t h e  i n d u c e d  m e t r i c )  .

P r o o f :  L e t  L^ d e n o t e  t h e  a d j o i n t  o f  Lv . S u p p o s eX X

£ , n  e  a* .  We w i l l  show t h a t  O = ^ Lx + =

f o r m  = / d e t  g d x ^  a  . . .  a  d x n * We maY a s s u m e  t h a t  £ a n d  n

m e t r i c ) :  d i v ^ X  = 0 .

I f  <f>t  i s  t h e  f l o w  g e n e r a t e d  b y  a  v e c t o r  f i e l d  X, i t
d  * I

c a n  b e  shown t h a t  LXT = ^  t =0  ^o r  t e n s o r  f i e l d  T

v o l  w h e r e  v o l  = R i e m a n n i a n  v o lu m eg  g

7



a r e  d e c o m p o s a b l e  a t  x e  m s o  t h a t :

1  A • « .  A T1 A » •  •  A H k ^  j ^ ( x )

=  d e t  j )  (x)

U s i n g  a  w e l l  k n o w n  f a c t  a b o u t  d i f f e r e n t i a t i n g  d e t e r m i n a n t s  

we h a v e

g ) • • •  g ( 5 i
X < £ ,n >  = X d e t  : 1 x : x K

^  ^ k ,r*l^ *** ^  ^ k ,T|k^

k
I  d e t  

j = l

g ^ i ^ i )  • • •  g ( £ ^ * n k )

X g(5 j /^ i j^ )  • • •  X g ( ^ j  /

g ( 5 k , n i )  . . .  9 ( C k f n k )

£  A • .  • A j  A • .  • A A .  .  * A Hj^ ^ j

2 ®®3L

k
t  £ ^ ^ i  ^  * a  ? k »  a  •  • .  a  j •  *a

<Lx ? , n > k (x)  + < S ,L x n>k (x)

s i n c e
k
i

j = i
■*x  ( 5 ^  A A ? k ) *  J A « t  ( A > A .  .

a n d  Lx g  = 0 .

T h u s ,  b y  S t o k e s '  t h e o r e m ,

0 = |  d « i x [ < 5 , n > k  v o l g ] -  j Lx [ < £ ,n > k v o l g ] =

8



= |  X<£,Ti>kv o l  + <S#n>k  Lxv o l g = |  < tLx+LXt ^ ' n > k VOlg 

s i n c e

Lx ( v o l g ) = d o i x ( v o l g ) = d«>ix ( /G  d x 1 a  . . .  A d x 11) , G = d e t ( g i ; .)

n  . .  . . / X
= d (  I  ( - 1 ) 3 /G  X3 d x  a .  . • d x 3 a  . . .  A d x n )

j = l

*  J  — ( Sg X^) d x *  A . . .  A d x 11 = ( d i v  X ) v o l  = 0 
j = l  3 x 3 9  9

1 . 6 . S e t  = { a  ^  d a  = 0} a n d  B^ = { a  G A*S a  = d(3 ,

6 €  A^” * } .  T h e n  H j_ (M )  ■» t h e  deRham c o h o m o l o g y  g r o u p
d c f  k  k d e f  k

b Z mod B . The k - t h  B e t t i  n u m b e r  o f  M = d i m  H j„(M )
----------------------------------- d e f  5  ki s  d e n o t e d  b. . The E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  x (M) *  I (“ D  b. ,

k =0 K
The B e t t i  n u m b e r s  b k  a r e  t o p o l o g i c a l  i n v a r i a n t s  o f  M.

A c c o r d i n g  t o  t h e  H odge  t h e o r e m  d im  k e r  Ak  «= b k w h e r e  Ak
k  kd e n o t e s  t h e  L a p l a c i a n  A: A -*■ A , c f .  [ 3 1 1» [ 3 3 ] .

1 . 7 . The c u r v a t u r e  t r a n s f o r m a t i o n  R o f  a  R i e m a n n i a n  m a n i f o l d  

(M,g) i s  t h e  l i n e a r  t r a n s f o r m  o f  T M d e f i n e d  b y :
tr

R(X Y ) Z = 7 x 7 YZ “  7 Y7 XZ "  7 [ X ,Y ] Z

I f  P i s  a  2 - p l a n e  i n  Tp M s p a n n e d  b y  o r t h o n o r m a l  v e c t o r s  X. ,X2
d e f

t h e n  t h e  s e c t i o n a l  c u r v a t u r e  o f  P i s  K(P) = < R (X ^ f X ) X^>

A R i e m a n n i a n  m a n i f o l d  h a s  n o n p o s i t i v e  ( r e s p .  n o n n e g a t i v e )  

s e c t i o n a l  c u r v a t u r e  i f  K(P)  < 0 ( r e s p .  K(P) 0) f o r  a l l

9



2-planes P at all points of M.
d e f

T h e  R x c c i  t e n s o r  (X,Y) i s  g i v e n  b y  R i c c ( X , Y )  = t r a c e

o f  t h e  o p e r a t o r  V R (V ,X )Y ,  i . e .  f o r  a n  o r t h o n o r m a l
n

b a s i s  { E .}  o f  T_M we h a v e  R i c c ( X , Y )  = 7 g ( R ( E .  ,X) Y , E , )
i = l

f o r  X,Y e  TpM. The R i c c i  t e n s o r  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  

( " R i c c i  > 0 " )  i f  R ic c ( X , X )  > 0 ( i f  X_ ft 0)  a n d  i t  i s
r

n o n n e g a t i v e  i f  R i c c ( X , X )  >_ 0 .

E x a m p l e :  The R i e m a n n i a n  p r o d u c t  o f  tw o  p o s i t i v e l y

c u r v e d  m a n i f o l d s  h a s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  R i c c i  t e n s o r  b u t

d o e s  n o t  h a v e  p o s i t i v e  c u r v a t u r e .

T h e  s c a l a r  c u r v a t u r e  r  o f  g i s  d e f i n e d  a s  t h e  t r a c e
d e f

o f  t h e  R i c c i  t e n s o r :  t ( p )  «  \  R i c c ( E ^ , E ^ )  i f  {E^} i s  an  

o r t h o n o r m a l  b a s i s  o f  Tp M c f .  [ 1 9 ] .

N o t e  t h a t  s e c t i o n a l  c u r v a t u r e s  0 ( r e s p .  0)

•* R i c c i  0 ( r e s p .  ^  0) ■* s c a l a r  c u r v a t u r e  >_ 0 ( r e s p .  £  0) .

O ne  e f f e c t  o f  c u r v a t u r e  on  t h e  t o p o l o g y  o f  M i s  s e e n  i n :

M y e r s ' T h e o re m  [ 2 6 1 .  I f  M i s  R i e m a n n i a n  w i t h

R i c c i  5̂  c  > 0 t h e n  M i s  c o m p a c t ,  t h e  f u n d a m e n t a l  g r o u p  o f  M

i s  f i n i t e ,  a n d  b ^  » 0 .

B o c h n e r ' s  T h e o r e m s  [ 5 1 . ( a )  I f  (M ,g)  i s  c l o s e d ,

b ^  i* 0 ,  a n d  R i c c i  >_ 0 t h e n  t h e r e  i s  a  p a r a l l e l  v e c t o r  f i e l d  

o n  M. (b)  I f  R i c c i  < 0 t h e n  (M,g) a d m i t s  n o  K i l l i n g  

f i e l d s  a n d  i f  R i c c i  £  0 t h e n  e v e r y  K i l l i n g  f i e l d  i s  p a r a l l e l .

1 . 8 . A s y m p l e c t i c  ( o r  H a m i l t o n i a n )  m a n i f o l d  i s  a  2 n - m a n i f o l d  

w i t h  a  c l o s e d  2 - form, n o f  r a n k  n (ftn  ?  0 ) c a l l e d  a  s y m p l e c t i c  

f o r m . S u c h  m a n i f o l d s  a r e  i m p o r t a n t  i n  t h e  g e o m e t r i c a l  d e s c r i p t i o n  

o f  m e c h a n i c s , c f  [ 13 ] .
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2 .  C om plex  M a n i f o l d s

2 . 1 . S u p p o s e  M i s  a  c l o s e d  c o m p l e x  m a n i f o l d  o f  d i m e n s i o n  over

C = m. M c a n  b e  v i e w e d  a s  a  d i f f e r e n t i a b l e  2 m - m a n i f o l d  w i t h
2

a  t e n s o r  f i e l d  J  o f  t y p e  ( 1 , 1 )  s a t i s f y i n g  J  = - 1  a n d  a l s o  a  

c e r t a i n  " i n t e g r a b i l i t y "  c r i t e r i o n ,  c f .  [ 3 3 ] .  Any s u c h  m a n i f o l d  

a d m i t s  a  h e r m i t i a n  m e t r i c  i . e .  a  R i e m a n n i a n  m e t r i c  h s a t i s f y ­

i n g  h (X ,Y )  = h ( J X , J Y )  f o r  a l l  ( r e a l )  v e c t o r  f i e l d s  X ,Y .

T he  t e n s o r  h  i s  a  K a h l e r  m e t r i c  i f  J  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  

p a r a l l e l i s m :  V^J = 0 f o r  a l l  X e  X. The c o m p l e x i f i e d

t a n g e n t  b u n d l e  TM2m 0 C s p l i t s  a s  TM*f ^ © TM ^'*  w h e r e  a  

s e c t i o n  Z o f  TM*'® ( r e s p .  T M ^ '* )  h a s  t h e  f o r m  Z = X -  i J X  

( r e s p .  Z = X + i J X )  a n d  i s  c a l l e d  a  c o m p l e x  v e c t o r  f i e l d  

o f  t y p e  ( 1 , 0 )  ( r e s p .  t y p e  ( 0 , 1 ) ) .  I n  l o c a l  c o m p l e x  c o o r d i ­

n a t e s  ( z * , . . . , z m) v e c t o r  f i e l d s  o f  t y p e  ( 1 , 0 ) h a v e  t h e  f o r m

Z = I a k  w h e r e  e  C ~ .  L i k e  t h e  t a n g e n t  b u n d l e ,  t h e  
k k  _ _ _

s p a c e s  A s p l i t  a s  © Ap ' 9  , p  + q  = k  a n d  d  = 3 + 3 w i t h

d 2 = J 2 = a 2 = 0 , c f .  [ 1 9 1 .

A h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  Z i s  a  v e c t o r  f i e l d  o f  t y p e
3 ~( 1 , 0 )  t h a t  h a s  a  l o c a l  e x p r e s s i o n  Z = \  a ^  — w i t h  3ak  = 0 .

3z
Z *= X -  i J X  i s  a  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  i f f  i t s  r e a l  p a r t  

X g e n e r a t e s  a  l o c a l  1 - p a r a m e t e r  g r o u p  o f  h o l o m o r p h i c  t r a n s ­

f o r m a t i o n s  o f  M.

I f  h  i s  a  h e r m i t i a n  m e t r i c  t h e n  i t  may b e  e x t e n d e d  b y  

l i n e a r i t y  t o  c o m p l e x  v e c t o r  f i e l d s  Z,W: h (Z ,W )  = \  h ^ Z * W 3 

w i t h  h ^ -  a  h e r m i t i a n  m a t r i x .  I t  i s  known t h a t  h  i s  K a h l e r

i f f  t h e  ( 1 , 1 )  f o r m  w. = h . ^  d z *  a d z 3 i s  c l o s e d .  T h u sh  13
e v e r y  K a h l e r  m a n i f o l d  i s  s y m p l e c t i c ,  c f .  [ 1 9 ] .
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2 . 2 . F o r  h e r m i t i a n  m a n i f o l d s  t h e  a n a l o g u e  o f  t h e  H o d g e - s t a r  

o p e r a t o r  i s  * w h e r e  * ( a )  = *a a n d  * i s  e x t e n d e d  t o  c o m p l e x  

v a l u e d  d i f f e r e n t i a l  f o r m s  b y  l i n e a r i t y .  I t  f o l l o w s  t h a t  

* :  Ap ' q  -*• Am p ' m q  w h e r e  m = m* As f ° r  R i e m a n n i a n

m a n i f o l d s ,  t h e  l o c a l  i n n e r  p r o d u c t  o f  ( p ,q )  f o r m s  a , 3  i s
-  2 *<a ,B >  = a  a *3 a n d  t h e  g l o b a l  L i n n e r  p r o d u c t  i s

( a , 3) = a  a *3 = < a ,B >  v o l  . T h e  f o r m a l  a d j o i n t  o f  3 i s
— -  9  _  d e f  -

e = -  * 3 * a n d  t h e  c o m p l e x  L a p l a c i a n  i s  □ = 8 0 + 0 3 .  L e t

0  d e n o t e  □ :  Ap ' q  Ap ' q . The Hodge n u m b e r sp , q  ^  2 -----------------------------

hp , q  = d i m e n s i o n  o f  t h e  s h e a f  c o h o m o lo g y  g r o u p s  Hq (M,Op )

a n d  v i  t h e  t h e o r e m s  o f  D o l b e a u l t  a n d  H o d g e - K o d a i r a  we may

t a k e  h p ' q  d i m  k e r n e l  □ „  « d im  {a e  Ap ' q : 3a = 0}
p ^ q

mod {a = 3 3 :  3 e  Ap ' q - 1 } .

F o r  K a h l e r  m e t r i c s  i t  i s  known t h a t  □ i s  a  " r e a l "  

o p e r a t o r  a n d  t h e  r e a l  a n d  c o m p l e x  L a p l a c i a n s  a r e  r e l a t e d  b y  

2D = A. As a  c o n s e q u e n c e ,  i t  i s  n o t  h a r d  t o  show  t h a t  f o r

K a h l e r  m a n i f o l d s  b. «= J h p ' q  a n d  h p ' q « h q ' p . T h u s
1 0 1 1 0  p + q = k
j  b ^  = h  '  = h  '  *  d i m e n s i o n  o f  t h e  s p a c e  o f  h o l o m o r p h i c

d i f f e r e n t i a l s .

T he  x P g e n u s  o f  a  c o m p l e x  m a n i f o l d  i s  x P  I  ( - l ) q h p ' q
( j e f  a ui a q =0

a n d  t h e  a r i t h m e t i c  g e n u s  = x “  1 ( - l ) q h  , q .
q *»0

F o r  m = 1 ,  i . e .  a  R i e m a n n  s u r f a c e ,  t h e  a r i t h m e t i c  g e n u s  

“  -  h 9 ' ^  = h ^ ' 9 -  ■* 1 -  g e n u s  = ^  ( E u l e r  c h a r a c t e r ­

i s t i c ) ,  c f .  [ 1 5 1 .
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2 . 3 . As i n  t h e  c a s e  o f  r e a l  m a n i f o l d s ,  d e f i n e  i n t e r i o r  

m u l t i p l i c a t i o n  i z , w h e r e  Z i s  a  c o m p l e x  v e c t o r  f i e l d ,  

a s  f o l l o w s :  (a )  = 0  i f  f  6  c" = A^, (b )  i 2 v = v ( Z , . . .  )

f o r  v e  Ak  , k  >_ 1 .  T h e n  i z (v a  y) =  i gv a  y + ( - l ) k v a i zy 

i f  k  = d e g  v .  N o t e  t h a t  i f  Z i s  o f  t y p e  ( 1 , 0 )  t h e n

i z : A*5' ^  A^ L e t  d e n o t e  t h e  o p e r a t i o n  o f  l e f t

m u l t i p l i c a t i o n  b y  z, e  A ^ '® .  T h e n  a s  i n  S e c t i o n  1 . 2  we h a v e

£.£®iz + i z « i ^ :  A**'** A*5'** a n d  i n  f a c t  i t s  j u s t  m u l t i p l i c a ­

t i o n  b y  c ( Z) e  C " .

F o r  a  c o m p l e x  v e c t o r  f i e l d  Z w e  s e t  L z = + ^ z ° 8:

Lemma 1 I f  Z i s  a  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  t h e n
— *
L z * 0 a j  a n  o p e r a t o r  o n  AC (M) .

-  *  -
P r o o f :  N o t e  t h a t  L z i s  a  d e r i v a t i o n  o n  AC (M): L z (v a P)

■ Lz v A y  + v a  I*z y .  a ^ s o » i t ' s  l o c a l .  H e n c e ,  i t  s u f f i c e s  

t o  c h e c k  t h a t  Lz (C°°) = L z (d z k ) *  Lz ( d z k ) = 0 :

( a )  F o r  f  e  c°°, Lz f  = i 2 ( 3 f ) ■ 3 f ( Z )  « 0 s i n c e  Z i s  o f  t y p e  ( 1 , 0 ) ;

( b )  L z ( d z k ) = 3 i z (dzk ) + i z 3 3 z k -  3 (aR) -  i z 3 3 z k -  3 a k
3 —

i f  Z o  [  a ^  ; s i n c e  Z i s  h o l o m o r p h i c  3ak  = 0 ;

( c )  L z ( d z k ) « 3 i z (dzk ) + i z 3 d z k = 0 + i z 3 2 z k  -  0 .

3 .  E l l i p t i c  O p e r a t o r s

3 . 1  L e t  E , F  b e  v e c t o r  b u n d l e s  o v e r  a  c o m p a c t  m a n i f o l d  M, 

a n d  P a  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  P: T (E) -*■ T(F)  w h e r e

T d e n o t e s  t h e  s p a c e  o f  s m o o t h  s e c t i o n s .  T h e  m - s y m b o l  o f  P ,
* *

o m (P) , i s  t h e  map P M \  0 -*■ Kom(E,F) d e f i n e d  f o r  ( x , £ )  e  T M
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b y  a t„ (p ) ( X / C ) s  = P ( $ ms )  | w h e r e  (} 6  C° s u c h  t h a t  d$ = 5 ,lu iX X X
# ( x )  = 0 ,  a n d  s  e  r  (E) . P i s  o f  o r d e r  k  i f  = 0

a n d  a , . (P )  £  0 .  P i s  e l l i p t i c  o f  o r d e r  m i f  a _ ( P )  ( x , £ )  i s
i \  III

*
n o n s i n g u l a r  f o r  a l l  ( x , 5 )  e  t  M \ 0 .  I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  

d s f  [ n / 2 ] [ n / 2 ] ^ _ def*“ n  o—
D *  d + 6 : © A P -► © A p  1 a n d  D = 3 + 0 :  © Ap ' 2 q

p =0  p =0 p  q

© Ap , 2 q + * a r e  e l l i p t i c  o f  o r d e r  1 .
q

F o r  P e l l i p t i c ,  P :  T (E) -► r  (F) ,  t h e  i n d e x  o f  P ( d e n o t e d  
d e f

i n d ( P ) )  = d im  k e r  P -  d i m  c o k e r  P i s  a n  i n t e g e r  a s  a  

c o n s e q u e n c e  o f  t h e  t h e o r y  o f  e l l i p t i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s .

The t h e o r i e s  o f  F r e d h o l m  o p e r a t o r s  a n d  e l l i p t i c  e q u a t i o n s  

t o g e t h e r  i m p l y  t h a t  i f  P :  T (E) -*» T (F)  i s  e l l i p t i c  o f  o r d e r  m 

a n d  i f  A i s  a  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  o f  o r d e r  < m t h e n  

i n d  (P + A) i s  a g a i n  d e f i n e d ,  a n d  i n  f a c t ,  in d (P + A )  = i n d ( P ) .

Lemma 1 I f  Z i s  a  v e c t o r  f i e l d  o f  t y p e  ( 1 , 0 )  t h e n  L_" z
*  *

i s  a  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  o f  o r d e r  z e r o :  AC (M) -*• AC (M).

P r o o f :  C h o o s e  $ e  C*  s u c h  t h a t  $ ( x )  = 0  ,

d 6 «  £ » £ ^*0  + + 3$ a n d  l e t  w G A . T hen

3 i _ ( $ w ) |  «= 3<j> a i  uj| a n d  i_3($u>)  «  i „ ( 3 $  * u  + <p 3u) |« X 2 X M 4J X

» 3 $ (Z )  A w -  3<J> A i z u . I t  f o l l o w s  t h a t  Lz ($w) | = ^Zx^ wx  

«  0 . 0

3 . 2 . I t  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  H od g e  ( r e s p .  H o d g e - K o d a i r a )

t h e o r e m  f o r  A = (d  + 6 ) 2 ( r e s p .  f o r  □  *  (3 + 0 ) 2 ) t h a t
d e f  r  k n

i n d ( D )  = E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  =  £ b ^  ( r e s p .  i n d ( D p ) = x

a n d  i n d  DQ = a r i t h m e t i c  g e n u s ) ,  c f .  [ 1 5 1 ,  [ 2 8 1 .
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I I .  GROUP ACTIONS AND KILLING FIELDS:

ANALOGUES OF BERGER'S THEOREM

1 .  I n  t h i s  c h a p t e r  we c o n s i d e r  a n a l y t i c a l  a n d  t o p o l o g i c a l  

p r o p e r t i e s  o f  c o m p a c t  d i f f e r e n t i a b l e  m a n i f o l d s  t h a t  o b s t r u c t  

t h e  f r e e  a c t i o n  o f  c o m p a c t  L i e  g r o u p s .  L e t  Dif ffM*1) b e  t h e  

g r o u p  o f  d i f f e o m o r p h i s m s  o f  M an d  l e t  G b e  a  c o m p a c t  c o n n e c t e d  

s u b g r o u p  o f  D i f f f t f 1 ) .  S i n c e  G i s  a  c o m p a c t  c o n n e c t e d  L i e  

g r o u p  i t  c o n t a i n s  a  c i r c l e  g r o u p  S* a s  a  s u b g r o u p .  H e n c e  M 

a d m i t s  a  f r e e  a c t i o n  b y  some c o m p a c t  c o n n e c t e d  L i e  g r o u p  i f  

a n d  o n l y  i f  i t  a d m i t s  a  f r e e  c i r c l e  a c t i o n .

S u p p o s e  Mn  i s  a  c o m p a c t  d i f f e r e n t i a b l e  m a n i f o l d  w i t h

R i e m a n n i a n  m e t r i c  g .  I f  S* a c t s  o n  M t h e n  we m ay  c o n s i d e r

* 1t h e  m e t r i c s  g  = y  (g )  w h e r e  y  e  S a n d ,  a v e r a g i n g ,  we c a n
_ f *

f o r m  g  =» y  (g )  d y .  I t  i s  w e l l  know n ,  and  e a s y  t o  s e e ,
,  J s 1

t h a t  S a c t s  i s o m e t r i c a l l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m e t r i c  g .

I t  i s  n a t u r a l  t o  a s k  w hen  a  f l o w  ( i . e .  a  o n e  p a r a m e t e r  

g r o u p  o f  d i f  f e o m o r p h i s m s )  may a c t  f r e e l y  on  Mn . Of  c o u r s e ,  

i f  t h e  g e n e r a t o r  o f  t h e  f l o w  v a n i s h e s  a t  a  p o i n t  o f  M

t h a t  p o i n t  i s  f i x e d  u n d e r  <J>t . T h u s  i f  x(M) y* 0 e v e r y  

1 - p a r a m e t e r  g r o u p  h a s  a  f i x e d  p o i n t .  I n  g e n e r a l ,  t h e  

q u e s t i o n  m u s t  b e  t a c k l e d  v i a  t h e  s p e c i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  

f l o w .  I n  t h i s  d i r e c t i o n ,  B e r g e r  [ 3 ]  h a s  shown t h a t  i f  M 

i s  a n  e v e n  d i m e n s i o n a l ,  R i e m a n n i a n  m a n i f o l d  w i t h  s t r i c t l y  

p o s i t i v e  s e c t i o n a l  c u r v a t u r e ,  t h e n  e v e r y  i s o m e t r i c  f l o w  l e a v e s  

some p o i n t  f i x e d .  We n o t e  t h a t ,  i n  o n e  s e n s e ,  t h i s  t h e o r e m
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i s  v e r y  s h a r p  f o r  t h e  H o p f - f i b r a t i o n  S1-* S 3 CP1 y i e l d s
6 3 3a  f r e e  i s o m e t r i c  f l o w  o n  H = S x s ,  a  s i m p l y  c o n n e c t e d , 

o r i e n t e d ,  e v e n  d i m e n s i o n a l  m a n i f o l d  w i t h  p o s i t i v e  R i c c i  

c u r v a t u r e .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i t  i s  u n k n o w n  w h e t h e r  s e c t i o n a l

c u r v a t u r e  > 0 i m p l i e s  t h a t  x ( M) > 0 * a n d  i n  a n y  e v e n t ,

1  >_ s e c t i o n a l  c u r v a t u r e  > ^  i m p l i e s  ( f o r  e v e n  d i m e n s i o n s )  

t h a t  M i s  t o p o l o g i c a l l y  a  s p h e r e  ( t h e  R a u c h - B e r g e r -  

K l i n g e n b e r g  " S p h e r e  T h e o rem "  [ 1 9 ] )  ■* x (M) = 2 j* 0 .  ( I n  t h e  

c a s e  t h a t  t h e  f l o w  p r e s e r v e s  a  c o m p l e x  s t r u c t u r e  t h e r e  a r e  

o t h e r  o b s t r u c t i o n s .  We t a k e  u p  t h i s  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r . )

2 .  We m ake  t h e  f o l l o w i n g

D e f i n i t i o n  A d i f f e r e n t i a b l e  n - m a n i f o l d  i s  o f  c l a s s

T ( k )  i f  i t  i s  o r i e n t a b l e  a n d  t h e r e  e x i s t s  a  p r o d u c t  
Pi  k.

II u>. J o f  c l o s e d  f o r m s  in . e  Z J (M) s u c h  t h a t
3 P • f p ,

( i )  n w 3 e  An (M) ( i . e .  I  p . k .  = n )  , ( i i )  n a>.j  ft 0 ,
j J j 3 3 JM 3

a n d  ( i i i )  max  [ d e g r e e  w . ]  « k .
j  3

T h u s ,  e v e r y  o r i e n t a b l e  n - m a n i f o l d  i s  o f  c l a s s  T ( n ) .

T h e o r e m  L e t  M b e  a  c l o s e d ,  2 n  d i m e n s i o n a l  m a n i f o l d  

o f  c l a s s  T ( 2 ) .  T h e n  i f  a  c o m p a c t  c o n n e c t e d  L i e  g r o u p  a c t s  

f r e e l y  o n  M, H^(M) j* 0 .

C o r o l l a r y  1 I f  M^n  i s  a  c l o s e d  s y m p l e c t i c  m a n i f o l d  

w i t h  b ^  = 0 ( e . g .  s i m p l y  c o n n e c t e d )  t h e n  n o  c o m p a c t  c o n n e c t e d  

L i e  g r o u p  a c t s  f r e e l y  on  M.

T h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m  w i l l  r e q u i r e  t h e  f o l l o w i n g  lemma.
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Lemma 1 I f  a  c o n n e c t e d  c o m p a c t  L i e  g r o u p  G a c t s
2 n  2nf r e e l y  o n  M t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  R i e m a n n i a n  m e t r i c  on  M

a n d  a  o n e  f o r m  £ e  A* (M) s u c h  t h a t  i ^  d£  = 0 .

P r o o f  o f  Lemma: C h o o s e  a  c i r c l e  S1 c  G a n d  a n y  m e t r i c

g Q o n  Mm. A v e r a g e  g ^  o v e r  S* ( a s  a b o v e )  t o  g e t  a  m e t r i c  

g ^  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h  S^ a c t s  f r e e l y  b y  i s o m e t r i e s .  L e t  

X b e  t h e  i n f i n i t e s i m a l  g e n e r a t o r  o f  S*- , v i e w e d  a s  a  v e c t o r  

f i e l d  on M, i . e .  a K i l l i n g  f i e l d  i n  t h e  m e t r i c  g ^ .  C h o o se  

a  new m e t r i c  g  = ~  g 1 , w h e r e  u  = g 1 ( X , X ) .  T h u s  g (X ,X )  = 1 .  

L e t  £ b e  t h e  1 - f o r m  d u a l  t o  X i n  t h e  m e t r i c  g i . e .

£ *  g ( X ,  * ) •  T h e n  i ^ £  = g ( X , X )  = 1 .  F o r  a n y  v e c t o r  f i e l d s  

A,B o n  M we h a v e :

d £ ( A ,B )  = A£(B)  -  B£ (A) -  £ ( [ A , B ] )  -  g ( 7 AX,B) -  g ( 7 fiX,A)

s i n c e  t h e  t o r s i o n  o f  V i s  z e r o .  S i n c e  X i s  a  K i l l i n g  f i e l d  

V ( . ) X  ■ - ( V ( . ) X ] t  ( s e e  C h a p t e r  I ,  S e c t i o n  1 . 5 )  a n d  we h a v e  

d £ ( A ,B )  = 2 g (V AX ,B ) .  H e n c e ,  i ^  d £  -  d£ (X,  •) -  2 g ( 7 XX, •) .

To c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  t h e  lemma we n o t e  t h a t  f o r  

a n y  v e c t o r  f i e l d  A

0 » A g(X ,X )  «  2 g ( 7 AX,X) = - 2 g ( A , 7 x X) 

i . e .  7 XX = 0 . □

P r o o f  o f  t h e  T h e o r e m :  S i n c e  M i s  o f  c l a s s  T ( 2 )  t h e r e
P i  f Pu

e x i s t s  a  p r o d u c t  o f  f o r m s  n w..J ( s u c h  t h a t  I II <DjJ 7* 0) w h ic h
P-; 2

may b e  r e w r i t t e n  II u k -1 « n , w h e r e  cu e  z (M) . By t h e
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H odge  t h e o r e m  —  f o r  t h e  m e t r i c  g c h o s e n  i n  t h e  lemma a b o v e  

e a c h  a .  h a s  t h e  f o r m  a .  = h .  + d n .  w h e r e  h .  i s  g - h a r m o n i c .
J n  ]  ]  J Dn

H e n c e  II a .  = II h .  + a n  e x a c t  f o r m .  By S t o k e s '  t h e o r e m
i  3 j = i  3

we h a v e

I n
n hj jt o

L e t  £ ( r e s p .  i )  d e n o t e  l e f t  e x t e r i o r  ( r e s p .  i n t e r i o r )

m u l t i p l i c a t i o n  b y  t h e  o n e  f o r m  £ c h o s e n  i n  Lemma 1 .  T h e n ,
d e  f  d o

a s  a n  o p e r a t o r  o n  f o r m s ,  T = £ « i  + i<»£: -► A^ i s  j u s t

m u l t i p l i c a t i o n  b y  g ( £ , £ )  ** 1 , i . e .  t h e  i d e n t i t y  o p e r a t o r

( s e e  C h a p t e r  I ,  S e c t i o n  1 . 2 ) .  S i n c e  II h^  e  An we h a v e

n h. « t [ n h . l  = £®if n h.) = £ a 
j - 1  3 I j . x  i )

n
Z i(hk) n h.

k*=l K j^k

T h u s  i ( h k ) t  0 f o r  a t  l e a s t  o n e  k .  M o r e o v e r ,

d i ( h k ) = d i ( h k ) + i ° d h k -  L ^ ^  *  0

s i n c e  h a r m o n i c  f o r m s  a r e  i n v a r i a n t  u n d e r  i s o m e t r i e s .  To

c o n c l u d e  t h a t  H^fM) ?  0 i t  s u f f i c e s  t o  show  t h a t  t h e r e  d o

n o t  e x i s t  f ^  e  c “  s u c h  t h a t  “  <*fk t f o r  a l l  k .  So
d e f

s u p p o s e  K h j J  = d f ^ .  L e t  n ( p 1 , . . . , P Jc) = h j  a . . .  a h
A A ^

A . . .  A h_ a  . . .  a  h .  w h e r e  t h e  c a r e t  i n d i c a t e s  o m i s s i o n .  
pk n

E x t e n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  II t o  make II s y m m e t r i c  i n  t h e  P j ' s .  L e t  

d e f
Zu ** Z f D • • •  f n   ̂ ( P i #  • • • » ? ! . )  i 1 < k < i

l < p 1 <P2 < - . . <Pk i n  P1  p k  A K



Lemma 2. i( £k) * d <Ijc+i^» 1 1  k 1 n_1*

We p o s t p o n e  t h e  p r o o f  o f  t h e  lemma u n t i l  t h e  p r o o f  o f  

t h e  t h e o r e m  i s  c o n c l u d e d .  Now II h^ = T(II h ^ )  = £ o i ( £ g )

■  C A d j x  -  - d ( £  A +  d £  a a n d  T ( d £  a »  5 a d 5  a K ^ )

b y  Lemma 1 .  I n  f a c t ,  we h a v e  i n  g e n e r a l

II h , =  Tm ( I I h . ) = C A  ( d £ ) m 1 dL_  + a n  e x a c t  f o r m
J D ni

“  ( d £ ) m a  + a n  e x a c t  fo rm  m

a s  f o l l o w s  e a s i l y  b y  i n d u c t i o n .  J n h^ = J ( d ? ) m a  f o r  

a l l  m <_ n  a n d  i f  we c h o o s e  m *» n  we h a v e

f . . .  f n  ( d C ) n /  0

H o w e v e r ,  t h i s  i s  a b s u r d  s i n c e  

f x . . .  f n ( d C ) n  -  T ( f 1 . . . f n ( d ? ) n ) » K A ( f x . . . f n ) i e ( d 5 ) n = 0

To c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m  we m u s t  p r o v e  Lemma 2 .

P r o o f  o f  Lemma 2 :

i<Ik> = Pl< . L Pk S  • "  f P k 1 n (<Pi Pk>)
n

*  I  f I  d^a ® {Pi» • • • #Pj-#q) 1
P l <P2 < . . . < P k  P 1 Pk  q * l  q  1 K

q ^ P jn J
“ I  I f D f D df a 11q = l  P l < . . . < p k  P1 Pk q  1 *

P j ^ q
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P j ' s  a n d  q  i n  
i n c r e a s i n g  o r d e r

E d ( f  . . .  f  ) n ( p . , . . .  , p. )
P l < . . . < P k + l  P 1  p k + l  1

= s i n c e  t h e  a r e  c l o s e d .  □

2
P r o o f  o f  C o r o l l a r y :  L e t  SI e  z b e  t h e  s y m p l e c t i c

f o r m .  T h e n  fln  = a  v o lu m e  fo rm  a n d  s o  J n n  j* 0 .  T h u s ,  

e v e r y  s y m p l e c t i c  m a n i f o l d  i s  o f  c l a s s  T ( 2 ) .

3 .  R e m a r k s

(1 )  I t  i s  w e l l  known t h a t  i n  o r d e r  f o r  a  c o m p a c t  m a n i ­

f o l d  M^n  t o  a d m i t  a  s y m p l e c t i c  s t r u c t u r e  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t

( i )  M^n a d m i t s  a n  " a l m o s t  c o m p l e x  s t r u c t u r e "  i . e . a  ( 1 , 1 )
2

t e n s o r  f i e l d  J  s u c h  t h a t  J  «= - I ,  a n d  ( i i )  t h e  e v e n  d e g r e e
2kc o h o m o l o g y  g r o u p s  H (M) h a v e  d i m e n s i o n  1 .  C o r o l l a r y  1 

s a y s  t h a t  t h e r e  a r e  a d d i t i o n a l  n e c e s s a r y  t o p o l o g i c a l  c o n d i ­

t i o n s .  F o r  e x a m p l e ,  i f  M i s  s i m p l y  c o n n e c t e d  i t  c a n n o t  a d m i t  

a  f r e e  a c t i o n  b y  a  c o n n e c t e d  c o m p a c t  L i e  g r o u p .

(2)  I n  c o n n e c t i o n  w i t h  Remark  1 ,  we n o t e  t h a t  T h u r s t o n  (cf .  

[3 2 ] )  h a s  c o n s t r u c t e d  a n  e x a m p l e  o f  a  4 d i m e n s i o n a l  s y m p l e c t i c  

m a n i f o l d  w i t h  a  f r e e  t o r u s - a c t i o n . I n  f a c t ,  i t  i s  a  b u n d l e

o f  a  t o r u s  o v e r  a  t o r u s .  I n  h i s  e x a m p l e ,  H*(M) = 3 i n  a g r e e ­

m e n t  w i t h  C o r o l l a r y  1 an d  a l s o  s h o w i n g  t h a t  h i s  b u n d l e  c a n n o t



a d m i t  a  K a h l e r  m e t r i c .  Up t o  now, e v e r y  kn o w n  s i m p l y  c o n n e c t e d  

s y m p l e c t i c  s t r u c t u r e  com es  f r o m  a  K a h l e r  s t r u c t u r e .

(3 )  The P o n t r y a g i n  n u m b e r s  o f  a  4 m - d i m e n s i o n a l  c o m p a c t

( j km a n i f o l d  a r e  d e f i n e d  a s  P o n t ( p ,  j )  = n p. w h e r e
k  K

p ^  , t h e  k - t h  " P o n t r y a g i n  c l a s s "  o f  M, i s  a  c e r t a i n  c o h o m o l o g y  
4k

c l a s s  e  H (M) a n d  I j ^ k  = m [24 ] . F o r  a  m a n i f o l d  o f

d i m e n s i o n  = 0 (mod 4) B o t t  [ 7 ] h a s  sh o w n  t h a t  t h e  e x i s t e n c e

o f  a  n o n v a n i s h i n g  K i l l i n g  f i e l d  ( i . e .  a  f r e e  a c t i o n  o f  a 

c o n n e c t e d  c o m p a c t  L i e  g r o u p )  i m p l i e s  t h a t  a l l  t h e  P o n t r y a g i n

n u m b e r s  v a n i s h .  The t h e o r e m  a b o v e  c a n  b e  v i e w e d  a s  a  s o m ew h a t

a n a l o g o u s  r e s u l t  f o r  m a n i f o l d s  o f  d i m e n s i o n  = 0 (mod 2 ) .

(4)  The C h e r n  n u m b e r s  o f  a  c o m p a c t  c o m p l e x  m a n i f o l d  a r e

f 3kd e f i n e d  a s  C h ( c , j )  = II c ^  w h e r e  c ^  , t h e  k - t h  " C h e r n  c l a s s "
^  2 k  ro f  M, i s  a  c e r t a i n  c o h o m o lo g y  c l a s s  6  II (M) a n d  2 \  j ^ k

= d i m R M [ 2 4 ) .  B o t t  [ 7 ) h a s  shown t h a t  t h e  e x i s t e n c e  o f  a

f r e e  a c t i o n  by  a  c o n n e c t e d  g r o u p  t h a t  p r e s e r v e s  t h e  c o m p l e x

s t r u c t u r e  i m p l i e s  t h a t  a l l  t h e  C h e r n  n u m b e r s  v a n i s h .  We

w i l l  r e t u r n  t o  t h i s  q u e s t i o n  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  We n o t e  h e r e

t h e  f o l l o w i n g  a n a l o g u e  o f  B o t t ' s  t h e o r e m  f o r  d i f f e r e n t i a b l e

a c t i o n s  o n  a  c o m p l e x  m a n i f o l d  :

C o r o l l a r y  2 L e t  M n b e  a  c l o s e d  c o m p l e x  m a n i f o l d  w i t h  

b ^  = 0 ( e . g .  s i m p l y  c o n n e c t e d ) .  T h e n  i f  M^n a d m i t s  a  f r e e  

s m o o t h  c i r c l e  a c t i o n  t h e  C h e r n  n u m b e r  J  c ^11 = 0 .

(5)  I n  t h e  s p i r i t  o f  B e r g e r ' s  r e s u l t  c i t e d  a b o v e  we n o t e  

t h a t  we h a v e :
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2 n
C o r o l l a r y  3 I f  M i s  a  c l o s e d  m a n i f o l d  o f  c l a s s  T (2) 

t h a t  a d m i t s  some m e t r i c  w i t h  R i c c i  > 0 t h e n  f o r  a n y  m e t r i c  

e v e r y  K i l l i n g  f i e l d  m u s t  v a n i s h  s o m e w h e r e .

F u r t h e r m o r e ,  i t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  a s  a  c o n s e q u e n c e  

o f  t h e  r e s u l t s  o f  T s a g a s  [ 3 0 ] t h e r e  e x i s t  p o s i t i v e  c o n s t a n t s  

C ( n )  ( d e p e n d i n g  o n l y  o n  n )  s u c h  t h a t  i f

( i )  ^ 2 ^  ^  ®

( i i )  F o r  some m e t r i c  o n  M: C ( n )  < s e c t i o n a l  c u r v a t u r e < l ,
2 n

t h e n  M i s  o f  c l a s s  T ( 2 ) .  S i n c e  s e c  > 0 b ^ =  0

we h a v e :

C o r o l l a r y  4 I f  M^n i s  o r i e n t a b l e  ( i )  b ^  0 ,  a n d

( i i )  C ( n )  < s e c t i o n a l  c u r v a t u r e  £  1 f o r  some m e t r i c ,  t h e n  

n o  m e t r i c  a d m i t s  n o n v a n i s h i n g  K i l l i n g  f i e l d s .
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I I I .  NONVANISHING HOLOMORPHIC VECTOR FIELDS 

AND MATSUSHIMA'S THEOREM

1 .  I n  t h i s  c h a p t e r  we c o n s i d e r  a n a l y t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  

c o m p a c t  c o m p l e x  m a n i f o l d s  w h i c h  a r e  o b s t r u c t i o n s  t o  t h e  f r e e  

h o l o m o r p h i c  a c t i o n  o f  c o n n e c t e d  c o m p a c t  c o m p l e x  L i e  g r o u p s .

L e t  H(M) b e  t h e  b i h o l o m o r p h i s m s  o f  M. I f  M i s  c o m p a c t  i t  i s  

known t h a t  H(M) i s  a  L i e  g r o u p  b u t  i t  i s  n o t  i n  g e n e r a l  c o m p a c t  

[ 6  J .  I n  a n y  e v e n t ,  H(M)® ( t h e  i d e n t i t y  c o m p o n e n t  o f  H(M)) 

i s  g e n e r a t e d  b y  v e c t o r  f i e l d s  w h i c h  when " t r a n s f e r r e d "  t o  M
#v

a r e  h o l o m o r p h i c  i . e .  l o c a l l y  o f  t h e  fo rm  Z = J  a.k  3 z k
w h e r e  t h e  a ^  a r e  h o l o m o r p h i c  f u n c t i o n s .

G i v e n  a  o n e - p a r a m e t e r  g r o u p  o f  b i h o l o m o r p h i s m s  o f  M, 

we a s k  w h e t h e r  o r  n o t  i t  may a c t  f r e e l y ,  i . e .  m u s t  i t s  

g e n e r a t o r  v a n i s h  s o m e w h e r e ?  I n  t h i s  d i r e c t i o n ,  M a t s u s h i m a  (21] 

p r o v e d  t h a t  f o r  a  c o m p a c t  Hodge  m a n i f o l d  (w h ic h  a c c o r d i n g  t o  

a  t h e o r e m  o f  K o d a i r a  (20 ] i s  p r o j e c t i v e  a l g e b r a i c )  t o  a d m i t  a  

n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  

t h e  f i r s t  B e t t i  n u m b e r  o f  M b e  n o n z e r o .  M a t s u s h i m a ' s  p r o o f  

d e p e n d e d  o n  p r o p e r t i e s  o f  t h e  g r o u p  o f  b i h o l o m o r p h i s m s  o f  CPn . 

C a r r e l l  a n d  L i e b e r m a n  ( 9 ] e x t e n d e d  M a t s u s h i m a ' s  r e s u l t  t o  

a l l  K a h l e r  m a n i f o l d s .  We g e n e r a l i z e  t h e s e  r e s u l t s  t o  a l l  

c o m p a c t  c o m p l e x  m a n i f o l d s .
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2. We make the following

D e f i n i t i o n  A c o m p a c t  c o m p le x  m a n i f o l d  o f  r e a l  d i m e n -
r .

s i o n  2n  i s  o f  c l a s s  T _ ( k )  i f  t h e r e  e x i s t s  a  p r o d u c t  Up.-*
-  3 r . _ r r .

o f  3 - c l o s e d  f o r m s  p^ s u c h  t h a t  ( i )  II p^-* g A , n , ( i i )  J II p  ̂ f  0

a n d  ( i i i )  m ax  [ d e g r e e  p . ]  = k .  M i s  o f  c l a s s  T ' ( 2 p )  i f  t h e r e
j  3   J

e x i s t s  a  3 - c l o s e d  fo rm  p g A ^r ^  c  A^p s u c h  t h a t  p r  g An , n  a n d

I p r  0 .  T h u s  T - ( 2 p )  C t  (2p) a n d  e v e r y  c o m p le x  m a n i f o l d
* 3 §
o f  d i m e n s i o n c  = n  i s  o f  c l a s s  T^_(2n) c  T _ ( 2 n )  .

3 3
P r < ID e n o t e  t h e  s p a c e  o f  3 - c l o s e d  ( p ,q )  f o rm s  b y  Z
S’ P v q.;

T h u s  i f  M G T _ ( k )  t h e r e  e x i s t  d i f f e r e n t i a l  f o r m s  p . G Z__J J
3 J 3

a n d  i n t e g e r s  r .  s u c h  t h a t  ][ r  . ( p , + q . )  = 2n a n d  max [ p . +  q . )  = k .
0 j  U J J j l l

A c c o r d i n g  t o  D o l b e a u l t ' s  t h e o r e m  [1 1 1 ,  

n P » q  -  ( a  e  Ap ' ^ :  3a = 0} mod ( a  G AP , q : a  = 30} h a s  

d i m e n s i o n  h P /<=* , a n d  i f  h p , t  ̂ = 0 t h e n  e v e r y  3 - c l o s c d  ( p , q )  

f o r m  i s  3 - e x a c t .

T h e o re m  1 L e t  Mn  b e  a  c l o s e d  c o m p le x  m a n i f o l d  o f

d i m e n s i o n . ,  = n  a n d  c l a s s  T (2 )  . I f  M a d m i t s  a  f r e e  h o l o m o r p h i c
8

a c t i o n  b y  a  c o n n e c t e d  c o m p le x  L i e  g r o u p  t h e n  h ’1' 7® + h ® ' 1 /  0 .

C o r o l l a r y  1 ( M a ts u s h im a )  . I f  a  c l o s e d  H o d g e  m a n i f o l d  M 

a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  t h e n  H1 (M) ?  0 .

C o r o l l a r y  2 ( C a r r e l l  a n d  L ie b e rm a n )  . I f  a  c l o s e d  K a h l e r  

m a n i f o l d  a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  t h e n  

H1 (M) ?  0 .

T h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m  w i l l  r e q u i r e  t h e  f o l l o w i n g  lem m a.
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Lemma 1 I f  a  c l o s e d  c o m p le x  m a n i f o l d  a d m i t s  a  f r e e  

h o l o m o r p h i c  a c t i o n  b y  a  c o n n e c t e d  L i e  g r o u p  G t h e n  t h e r e  

e x i s t s  a  h e r m i t i a n  m e t r i c  o n  M a n d  a  c o m p le x  d i f f e r e n t i a l  

f o r m  5 o f  t y p e  ( 1 , 0 ) s u c h  t h a t  i ^ ( 3 5 ) ,  a  d i f f e r e n t i a l  f o r m  

o f  t y p e  ( 0 , 1 ) , v a n i s h e s  i d e n t i c a l l y .

P r o o f  o f  Lemma: L e t  Z b e  a  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c

v e c t o r  f i e l d  on  M t h a t  g e n e r a t e s  a  o n e - p a r a m e t e r  s u b g r o u p  o f  G. 

L e t  11q b e  a n y  h e r m i t i a n  m e t r i c  on  M. L e t  u  = h Q (Z ,Z )  j* 0 a n d  

l e t  h  = ^  t i g .  I n  t h e  m e t r i c  h ,  Z h a s  l e n g t h  = 1 .  L e t  £ b e  t h e

( 1 , 0 )  f o r m  d u a l  t o  Z i n  t h e  m e t r i c  h  i . e .  £ *= h  ( ,Z )  .

C l e a r l y  C(Z) = 1  a n d  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  c i s  a  c o m p l e x

d i f f e r e n t i a l  fo rm  o f  t y p e  ( 1 , 0 ) .  S i n c e  Z i s  a  h o l o m o r p h i c  

v e c t o r  f i e l d  i z °<^ "  “ ^ #*z ^s e e  c ^ a Pt e r  S e c t i o n  2 ) a n d  

s o  i z 5 c  = - 9 i z C «  - 5 ( C ( Z ) )  -  0 . □

P r o o f  o f  t h e  t h e o r e m :  We u s e  t h e  n o t a t i o n  i n t r o d u c e d

a b o v e  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  t h e o r e m .  T h u s  [ II y . ^  j* 0 a n d
r .  i 3

we m ay d e c o m p o s e  t h e  p r o d u c t  n p ^ J a s

n y .3  ■ n FP 3 , q 3 = F 0 ' 1 A F1 ' 0 A F 1 ' 1 A F ° ' 2 A F 2 ' 0
3 j

P m — P m *
w h e r e  F J J = p r o d u c t  o f  3 - c l o s e d  f o rm s  i n  Z J J . We

m ay a s s u m e  f 3-'® = 1 , f o r  o t h e r w i s e  t h e r e  e x i s t  y e  z 3-'®
1 0  P-i

i . e .  h  '  7* 0 . S i n c e  t h e  t o t a l  d e g r e e  o f  n F J J i s

d ixn^  M = 2 n  i t  f o l l o w s  t h a t  f ^ ' 3, i s  t h e  p r o d u c t  o f  a n  e v e n

n u m b e r  o f  ( 0 , 1 ) f o r m s  and  t a k i n g  tw o  o f  th e m  a t  a  t i m e  we

m ay c o n s i d e r  F ® '3- a s  i n c l u d e d  i n  F ^ # 2 . T h u s  we h a v e

n y c  p 1 #! A F 0 / 2  A p 2 , 0 ^
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L e t  i  ( r e a p .  I )  d e n o t e  i n t e r i o r ( r e a p ,  l e f t  e x t e r i o r )

m u l t i p l i c a t i o n  by t h e  (1 , 0 ) f o r m  c w h o s e  e x i s t e n c e  i s  a s s e r t e d

i n  Lemma 1 .  N o te  t h a t  i ( F 0 ' 2 ) = 0 s i n c e  i :  Ap ' q  -*■ Ap ” 1 , q .

We m ay a s s u m e  t h a t  i ( F 2 / ^) *  0 ,  f o r  i f  n o t  y  = i ( F 2 '®) e  A * '^

i s  a  h o l o m o r p h i c  o n e - f o r m  ( s i n c e  3y = - i 3 F 2 ' 0 = 0) a n d  h ^ '* V  0 .

W r i t i n g  F f o r  F ^ '^  a n d  R f o r  t h e  r e m a i n i n g  f a c t o r s  F ^ ' 2  A f 2 ' ^
d e f  r -;

we h a v e  t h e  p r o d u c t  P = n = F  A R w h e r e  F i s  a  p r o d u c t

o f  3 - c l o s e d  ( 1 ,1 )  f o r m s  a n d  R i s  a n n i h i l a t e d  b y  i .  Now
m 1 1  f a c t o r  F a s  F = II a .  , a .  e  z ' .

j = l  ^ ^
N o te  t h a t  T £ o i  + i o £ :  Ap ' q  Ap ' q  = m u l t i p l i c a t i o n  

b y  U | 2 o n  Ap ' q  i s  t h e  i d e n t i t y  o p e r a t o r  s i n c e  | c | ^  = 1 .

S i n c e  P i s  a n  ( n ,n )  f o rm

P *= TP = £,®i P b  C A i  (F) A R ■ C A
m

k = l
A R ,

H en ce  f o r  som e k i ( a k ) £  0 . Now 3 i ( a k ) «  - i 3 ( a ^ )  = 0 , so  

i ( o k ) e  Z®f ^ .  To sh o w  h ^ #^ j* 0 i t  s u f f i c e s  t o  show  t h a t  

t h e r e  d o  n o t  e x i s t  ^  e  c c  • s u c ^  t h a t  3 f ^  =

f o r  a l l  k .  S u p p o s e  s u c h  f ^  d i d  e x i s t .  L e t  n ( p ^ , . . . , ? ^ )
d c f  A A A

•* • •  • A Cl_ A • • • A Q A • • • A Ot A • •  •
1 p l  p 2 p k

t h e  c a r e t  ~ i n d i c a t e s  o m i s s i o n .  E x t e n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  II

a a m w h e r e

s o  t h a t  n ( p 1 # . . . , p k ) i s  s y m m e t r i c  i n  ( p ^ , . . . , ? ^ ) .  L e t

1,1
* I _ _ f P i . . .  f p n ( p 1 , . . . , p Jc) , l<k<m ,

l ^ J ? ^ . . .< P k <m P 1 

m
a n d  l e t  = F = n a . .

j o l  J
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Lemma 2 M l J ' 1 ) = 3 < I k + l )

We p o s t p o n e  t h e  p r o o f  o f  t h e  lem m a u n t i l  t h e  p r o o f  o f  

t h e  t h e o r e m  i s  c o m p l e t e d .  Now

P A R * T (F A R) = £ A i  (F )  A R = C A K j J ' 1 ) A R

“  C a A R = - 3 ( C  A I * ' 1 A R) + H  A A R

» 35 A A R + 3 - e x a c t  f o rm

2  — 1 1  
A p p l y i n g  T a g a i n  we h a v e  F A R = t ( F A R ) = £ a i ( 3 £  A )AR

+ 3 - e x a c t  f o rm  = c a 35 A i ( I i )  a r  + 3 - e x a c t  fo rm
— 2 1 1  mm

m ( H )  A £ 2 * A R + 3 - e x a c t  f o r m .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t

c o n t i n u i n g  i n  t h i s  f a s h i o n  w e h a v e  f o r  1 k  <_ m:

F A R e 3ojk  + ( 3 c ) k A l k  a  R , w h e r e  ojk  €  An ' n_1  .

C h o o s i n g  k « m i n  t h i s  l a s t  e x p r e s s i o n  we h a v e :

m
P -  F A R «= 3co + ( 3 c ) m 4n ,  f . A Rm j “ l  j

m -  m 
«  d u  + n f j O C )  a R

® j  -l jj “ l  J

s i n c e  dw *» 3w i f  w G. An # n  A p p l y i n g  S t o k e s '  t h e o r e m  we 

f i n d  t h a t

|  P «  |  a R 0 ,

H o w e v e r ,  t h i s  i s  a b s u r d  s i n c e
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m
=  T

j = i  3

m
n f  . c  A [ i ( 3 0 m A R +  ( 3 ; ) m / 

j * l  3

To c o m p l e t e  t h e  p r o o f  i t  o n l y  r e m a i n s  t o  p r o v e  Lemma 2

P r o o f  o f  Lemma 2 :

c 1 ' 1
i ( L  ) Z * D • • •  f D i ( n ( p , , . . . , p k ) )

l < p ^ < . . . < P k <m P1 p k

I
p l < p 2 < * '  *<pk 1 

q^p-s

f «  • • • fP i Pk

nz nz
q » l  l < p  . , < p k <m **1 

qy 'P t

f . . .  f 3f n ( p . , . . . , p .pk q

I  5 ( f  . . .  f  f  )  n  ( p . , . . . , i

P 1  p k  q  1

a s c e n d i n g  o r d e r

p j ' s  a n d  q  i n

l < n  < ^ < d  ^ ( f p l  * “  f p k + l J 11 l p l ' ’ * * , P k + l ) ! < p 1 < . . .  <Pk+1<m 1 k+1

-  5 I f.
p l

5 Y1 ' 1
3 * k + l

s i n c e  t h e  a*• f p k+1  11 ( p l '  * * * rPk + l )  ;

5 - c l o s e d
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P r o o f  o f  c o r o l l a r i e s : C o r o l l a r y  1 f o l l o w s  f r o m

C o r o l l a r y  2 .  T o  p r o v e  C o r o l l a r y  2 we n o t e  t h a t  i f  M i s  a  

K a h l e r  m a n i f o l d  w i t h  K a h l e r  f o rm  u €  A * '*  t h e n  dw = 0 

■♦303 = 0 .  S i n c e  J  ton  = n l  v o l  (M) i t  f o l l o w s  t h a t  

M i s  o f  c l a s s  T (2 )  . S i n c e ,  f o r  K a h l e r  m a n i f o l d s ,  

h ® '^  + h 1 ' 0 =  b ^ (M ) we a r e  d o n e .

R e m a r k s .

(1) W h e r e a s  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  we d e a l t  w i t h  c o m p a c t  

g r o u p  a c t i o n s  i n  t h i s  s e c t i o n  t h e  o n e  p a r a m e t e r  g r o u p  

n e e d  n o t  b e  c o m p a c t .

(2)  As n o t e d  i n  i . e .  C h a p t e r  I I ,  S e c t i o n  3 B o t t  [ 7 ]  h a s  

sh o w n  t h a t  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  

v e c t o r  f i e l d  i m p l i e s  t h a t  a l l  t h e  C h e r n  n u m b e r s  o f  M 

m u s t  v a n i s h .  T h e o re m  1 sh o w s  t h a t  i f  h 0 # 1  = h * ' °  » 0 

t h e n  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  

f i e l d  i m p l i e s  t h a t  J  u>n ** 0 f o r  a l l  3 - c l o s e d  ( 1 , 1 ) 

f o r m s  a), n o t  j u s t  w =» c ^ .

T h e o re m  2 . S u p p o s e  Mn i s  a  c l o s e d ,  c o m p l e x  m a n i f o l d  a n d  

o f  c l a s s  .  I f  m”  a d m i t s  a  n o n v & n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r

f i e l d  t h e n  h 0 # 1  jt 0 .

T h e  p r o o f  i s  e x a c t l y  t h e  sam e  a s  t h e  p r o o f  o f  t h e  p r e c e d i n g  

t h e o r e m ;  h o w e v e r  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  h 0 # * *  0 i s  e l i m i n a t e d  

s i n c e  n o  f a c t o r s  o f  b i d e g r e e  (1 , 0 ) o r  (2 , 0 ) c a n  o c c u r .

T h e o re m  2 a l s o  i m p l i e s  t h e  r e s u l t s  o f  M a t s u s h i m a ,  C a r r e l l  

a n d  L i e b e r m a n .
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N o t e  t h a t  f o r  a  R iem an n  s u r f a c e  S t h e  P o i n c a r e - H o p f

t h e o r e m  s a y s ,  i n  p a r t ,  t h a t  i f  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  = c ^
0 1 ®> 0 (*• h  '  = 0 ) t h e n  e v e r y  c o m p le x  v e c t o r  f i e l d  o f  t y p e

( 1 . 0 )  m u s t  v a n i s h .  T h i s  c o n c l u s i o n  i s  f a l s e  i f  d im  = n

a n d  |  c i  > 0 '  s a y . The r e s u l t  o f  B o t t  [ 7 ] c a n  b e

c o n s i d e r e d  a  g e n e r a l i z a t i o n  t h a t  i s  v a l i d  f o r  h o l o m o r p h i c

v e c t o r  f i e l d s .  T h e o re m  2 a b o v e  a l l o w s  u s  t o  g i v e  a n o t h e r

g e n e r a l i z a t i o n  u s i n g  a  h y p o t h e s i s  t h a t  i s  c l o s e r  t o  t h e

G a u s s  B o n n e t  c o n d i t i o n  I c .  = j c u r v a t u r e  > 0 .
J S 1 *S

T h e o re m  3 . L e t  M11 b e  a  c l o s e d  c o m p le x  m a n i f o l d  

w i t h  h ® '^  = 0 a n d  j c ^  a Sln~^ jt 0 f o r  som e c l o s e d

( 1 . 1 )  f o r m  f i .  T h e n  e v e r y  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  o n  M

m u s t  v a n i s h  s o m e w h e re .

T h e  p r o o f  i s  i m m e d i a t e .  We n o t e  t h a t  i f  n  = 1 we 

h a v e  |  °  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  ?  0 .  T o  s e e  t h e  r e l a t i o n ­

s h i p  t o  " c u r v a t u r e "  r e c a l l  t h a t  i f  d e n o t e s  t h e  (1 , 1 ) fo rm

a s s o c i a t e d  t o  a  h e r m i t i a n  m e t r i c  h  t h e n  f o r  a n y  n  = **

}m C1  A ^ h ” ^  ** { s c a l a r  c u r v a t u r e  o f  t h e  " h e r m i t i a n  c o n n e c t i o n "

( c f . B e r g e r ,  G a u d u c h o n ,  M a z e t  [ 4  ] ) .

P o r  a l l  c l o s e d  c o m p le x  m a n i f o l d s  we c a n  p r o v e :

T h e o re m  4 I f  a  c l o s e d ,  c o m p le x  m a n i f o l d  M (d im c  = n )

a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  t h e n  t h e  H odge 

n u m b e r s  o f  M s a t i s f y :

I hP'P+1 * 0 .
0<p<n-l
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P r o o f :  L e t  5 b e  t h e  ( 1 , 0 )  fo rm  t h a t  a p p e a r s

i n  Lemma 1 .  I f  t r  a n d  i _  d e n o t e  l e f t  e x t e r i o r  a n d  i n t e r i o r

m u l t i p l i c a t i o n ,  t h e n  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  1 ,  
d e f

T ** + 1 Z°^C o p e r a t o r .  L e t  w b e

a n  ( n , n ) - f o r m  s u c h  t h a t  J w f  0 ; e . g .  a  v o lu m e  f o r m  o n  M. We

w i l l  a s s u m e  t h a t  ][ h P » P + l  = o .

Lemma 3 I f  \  fcPfP+1 _  q t h e n  t h e r e  e x i s t s  a
p < n - l

s e q u e n c e  o f  d i f f e r e n t i a l  fo rm s  a  €  Aq ' q  s u c h  t h a t

*a q  “  V q + l  f ° r  °  -  q  -  n ~ l m

P r o o f :  S e t  a n  =w. S i n c e  3iw = - i3 w  =  0 a n d

h n  ^ , n  *s 0 t h e r e  e x i s t s  some a  .  G s u c h  t h a tn - i
_ _ _ 2
3 a  . “  i u .  S i n c e  3 i a „  , = - i 3 a  , ® - i  u> = 0 a n dn - l  n - 1  n - 1
h n  2 , n  1 m q t h e r e  e x i s t s  a  ,  e  An ” ^ s u c h  t h a t  3a  i a  , .

n - 2  n - 2  n - l
I n  g e n e r a l ,  i f  t h e r e  e x i s t  a n , s u c h  t h a t

V  ■ i a q +2  t h e n  5 i a q + l  ■ - i 5 o q + l

S i n c e  h q , q + ^  “ 0 ,  t h e r e  e x i s t s  a  €  Aq , q  s u c h  t h a t
<3

■ ^ a q + l  anc* ^ i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  le m m a .  □

U s i n g  t h e  f o r m s  a  e  Aq # q  o f  t h e  lemma n o t e  t h a t
<3

u  ■ Tw « Ciw »  5 A 3 a  . =  3c  A a „  ,  +  a n  e x a c t  fo rmn - i  n—i
2* T ( u " C  A 35 a i a „  . + an  e x a c t  formn—l

■ C A 35 a  3<x _ +  a n  e x a c t  f o r mn - 22
-  ( S o  A a„ ,  + an e x a c t  form, n—2

31



I n  g e n e r a l ,1

■» )c
ca *  O c )  a a  . + a n  e x a c t  f o r m ,  1  < kn*jfc ™

a s  f o l l o w s  e a s i l y  b y  i n d u c t i o n .  C h o o s i n g  k  = n  we h a v e

“* n  oou = Oq ( 35) + a n  e x a c t  f o r m ,  a n d  €  Cc  .

A p p l y i n g  T o n e  m o re  t i m e  we h a v e :

a) *  (XqC a i f 3 c ) n  + a n  e x a c t  f o r m  = a n  e x a c t  f o r m .

I t  f o l l o w s  t h e n  f r o m  S t o k e s ' t h e o r e m  t h a t  j u> «* 0, 
i n  c o n t r a d i c t i o n  t o  t h e  c h o i c e  o f  w. □

R em ark  I t  f o l l o w s  f ro m  t h e  r e s u l t  o f  B o t t  [ 7 ] t h a t  

t h e  C h e r n  n u m b e r s  = 0 i f  M a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g

h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d .  T h u s ,  i f  d im  M « 3

1 -  h 0 ' 1 + h 0 ' 2 -  h ° ' 3 -  0
a n d

h 1 / 0 - h 1 # 1 + h 1 ' 2 -  h 1 ' 3 »  0

So h 0 ' 1 + h 1 / 2  -  1 + h 0 ' 2 +  h 1 ' 1 + h 1 ' 3 -  ( h 0 # 3  + h 1 ' 0 ) . 

A c c o r d i n g  t o  t h e  t h e o r e m  a b o v e  we may c o n c l u d e  i n  a d d i t i o n  

t h a t  h 0 ' 1 + h 1 ' 2 ft 0 .
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XV. PARALLEL VECTOR FIELDS

1 .  A c c o r d i n g  t o  t h e  c l a s s i c a l  t h e o r e m  o f  H o p f ,  o n  a  c l o s e d  

d i f f e r e n t i a b l e  n - m a n i f o l d  t h e r e  e x i s t s  a  n o w h e re  v a n i s h i n g  

v e c t o r  f i e l d  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  E u l e r - P o i n c a r e  c h a r a c t e r i s t i c  

i s  z e r o ,  x(M) = 0 .  I f  M i s  R i e m a n n i a n  o n e  may a s k  w h e t h e r  o r  

n o t  i t  a d m i t s  a  v e c t o r  f i e l d  t h a t  i s  p a r a l l e l .  C h e rn  h a s  s h o w n  

t h a t  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  a r e  t h a t  t h e  f i r s t  B e t t i  n u m b e r  b ^  ^  1 

a n d  t h a t  t h e  s e c o n d  B e t t i  n u m b e r  b 2 >. h e  h a s

c o n j e c t u r e d  t h a t  t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  n o t  s u f f i c i e n t  [1 0 ] .

S i n c e  p a r a l l e l  f i e l d s  a r e  K i l l i n g  f i e l d s  i t  f o l l o w s  f r o m  t h e  

r e s u l t  o f  B o t t  [ 7 ] c i t e d  a t  t h e  e n d  o f  C h a p t e r  I I  t h a t  

a l l  t h e  P o n t r y a g i n  n u m b e r s  o f  s u c h  a  m a n i f o l d  a r e  z e r o .  O f 

c o u r s e ,  t h i s  i s  a  r e s t r i c t i o n  o n l y  i f  d i m e n s i o n  M = 0 m od 4 .  

Below, we d e r i v e  a d d i t i o n a l  n e c e s s a r y  t o p o l o g i c a l  c o n d i t i o n s  

t h a t  e x t e n d  t h o s e  o f  C h e r n .  T h u s ,  we a r e  a b l e  t o  e x h i b i t  a  

f a m i l y  o f  m a n i f o l d s  w i t h  x °  0 t h a t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  

o f  C h e r n  a n d  B o t t  b u t  s t i l l  c a n n o t  a d m i t  p a r a l l e l  f i e l d s  

w h a t e v e r  t h e  m e t r i c .  I f  t h e  m a n i f o l d  a d m i t s  a  c o m p le x  s t r u c t u r e  

we r e f i n e  o u r  r e s u l t s  t o  d e d u c e  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  t h a t  

a r e  n e c e s s a r y  f o r  M t o  a d m i t  a  v e c t o r  f i e l d  t h a t  i s  p a r a l l e l  

w i t h  r e s p e c t  t o  a  K a h l e r  m e t r i c .  We a p p l y  t h e s e  r e s u l t s  t o  

t h e  t o p o l o g y  o f  c o m p a c t  h o m o g e n e o u s  s p a c e s  ( s u p p l e m e n t i n g  

som e s i m i l a r  r e s u l t s  o f  H u r e w ic z  a n d  d e  R h am ). F i n a l l y ,  we 

g i v e  som e n - d i m e n s i o n a l  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  some c l a s s i c a l  

r e s u l t s  o f  H u r w i t z  o n  R ie m a n n  s u r f a c e s  o f  g e n u s  2 a n d  a l s o  

c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  o f  c u r v a t u r e  o n  t o p o l o g y .
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2 .  We b e g i n  b y  r e c a l l i n g  t h a t  i f  V i s  a  p a r a l l e l  v e c t o r  

f i e l d  o n  M t h e n  V i s  a l s o  a  K i l l i n g  f i e l d .  I n  f a c t ,  i f  

VyV *  0 f o r  a l l  Y t h e n  ( I ^ g )  (Y ,Z ) = V g (Y ,Z )  -  g f L ^ Z )

-  g (Y ,L y Z )  = g (V YV ,Z )  + g ( Y ,V zV) = 0 .  As a  c o n s e q u e n c e ,  

i f  V i s  p a r a l l e l  i t  i s  d i v e r g e n c e  f r e e ,  d i v ^  V = 0 ( s e e  

C h a p t e r  I ) .  A l s o ,  i f  v =  g ( V ,* )  = t h e  c o v a r i a n t  f o r m  o f  V,

d v  = 0 , s i n c e

d v (Y ,Z )  =  Y g (V ,Z )  -  Zg(V ,Y ) -  g f V ^ Z )

-  g (V YV ,Z )  -  g (V zV,Y) = 0 , f o r  a l l  Y ,Z .

T h u s  v i s  a  h a r m o n i c  1 - f o r m  a n d  b ^  _> 1 .

T h e o re m  1 I f  a  c l o s e d  d i f f e r e n t i a b l e  n - m a n i f o l d  M 

a d m i t s  a  v e c t o r  f i e l d  t h a t  i s  p a r a l l e l  w i t h  r e s p e c t  t o  so m e  

R ie m a n n ia n  m e t r i c  t h e n  t h e  B e t t i  n u m b e rs  o f  M s a t i s f y :

b l  > 1 a n d  — b k  “  b k - l  f o r  1 — k

N o t i c e  t h a t  w h en  k  »  1  we h a v e  C h e r n ' s  c o n d i t i o n  b 2 >, b ^ - 1 .

P r o o f : S u p p o s e ' t h a t  V i s  p a r a l l e l  w i t h  r e s p e c t  t o

some m e t r i c  g .  L e t  v  b e  t h e  c o v a r i a n t  fo rm  o f  V, v «* g ( V ,  • ) .
*  *

D e f i n e  a n  o p e r a t o r  T :  A (M) ♦ A  (H) b y  T ■ + i y  .  L e t
lr

D * d  + 6 a n d  l e t  H (M) d e n o t e  t h e  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  v e c t o r  

s p a c e  o f  g - h a r m o n i c  k - f o r m s .  We n e e d  t h e  f o l l o w i n g  a n t i ­

c o m m u t a t i o n  p r o p e r t y :
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1*Lemma 1 DT + TD = 0 as an operator on A

P r o o f :  DT + TD = (d + 6 ) (£+ i )  + (Z + i )  (d  +  6 )

“  d « i  + i® d  + S°Z + £.ofi + d £ ^  + £̂ <3. + i ®6 + 6 ° i

=  I y  + I y  + A  +  A * "  w h e re  f o r  00 G Ak  , A  a> = d ( v  a w )

+ v a dui = d v  A w  a n d  A fc i s  t h e  t r a n s p o s e  o f  A .  S i n c e  V i s

a  K i l l i n g  f i e l d  I y  + I y  = 0 ( s e e  S e c t i o n  1 - 1 . 5 )  a n d  s i n c e

v  i s  c l o s e d  A  =  A fc =  0 .

R e t u r n i n g  t o  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m ,  n o t e  t h a t

T :  Ak  A* ” 1 © Ak+1

We new c l a i m  t h a t  T i s  a  l i n e a r  i n j e c t i o n  o f  t h e  f i n i t e

d i m e n s i o n a l  s p a c e  Hk £  Ak  i n t o  © Hk+1  £  Ak ""* ® Ak + * .

T h u s  b y  t h e  H odge T h e o re m , = d im  Hk £  d im  + d im  Hk+1

■ anc* t h i s  w i l l  c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m ,

To s e e  t h a t  T d o e s ,  i n d e e d ,  h a v e  t h e  p r o p e r t y  c l a i m e d
V

o b s e r v e  f i r s t  t h a t  i f  G H t h e n  Da^ = d a ^  + 60^  *= 0 .

S o ,  b y  t h e  lem m a, D [T (a k ) l  = d T a k  + fiTak  = 0 a n d  ^s ^ n c e

t h e  r a n g e s  o f  d  a n d  6 a r e  o r t h o g o n a l )  we s e e  t h a t  T a ^  i s

h a r m o n i c .  T h u s  T (H k ) £  Hk ^ ® Hk + ^ .  To c h e c k  t h a t  T i s  a n
2

i n j e c t i o n  n o t e  t h a t  i f  Ta *  0 t h e n  0 *» T a  = ( £ « i  + i « £ ) a  
2»  |V |  a  a n d  s i n c e  V j* 0 we h a v e  o = 0 .  T h e  p r o o f  o f  t h e  

t h e o r e m  i s  c o m p l e t e .  □

S u p p o s e  now t h a t  M^m h a s  a  c o m p le x  s t r u c t u r e ,  a n d  a  

K a h l e r  m e t r i c  h .  I f  a  v e c t o r  f i e l d  V i s  p a r a l l e l  w i t h  

r e s p e c t  t o  s u c h  a  K a h l e r  m e t r i c  i t  i s  c a l l e d  K a h l e r - p a r a l l e l .
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R e c a l l  t h a t  f o r  a  K a h l e r  m a n i f o l d  t h e  H odge n u m b e r s  h ^ ' ^

s a t i s f y  b .  = £ h ^ ,(*. We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  r e f i n e m e n t
p+q=k

o f  T h e o re m  1

T h e o re m  2 I f  a  c l o s e d  2 m - m a n i f o l d  w i t h  K a h l e r  m e t r i c  

a d m i t s  a  K a h l e r - p a r a l l e l  v e c t o r  f i e l d  t h e n  t h e  H o d g e  n u m b e rs  

o f  M s a t i s f y :

^  h ? ' ^  -  f o r  0 <_ p  <_ n ,  0 £  q  ^  n .

P r o o f :  S u p p o s e  t h a t  V i s  p a r a l l e l  w i t h  r e s p e c t  t o  some

K a h l e r  m e t r i c  h .  C o n s i d e r  t h e  v e c t o r  f i e l d  o f  t y p e  ( 1 ,0 )

Z *  V -  i J V  a n d  i t s  d u a l  ( 1 ,0 )  f o rm  c «  h ( * , Z )  s o  t h a t
2 * *

C(Z) ■ l z l h  ^  L e t  T ° P e r a t o r  T :  Ac  •*" Ac  d e f i n e d

b y  Tu ■ l^ w  + i 2u f o r  u> e  A ^ '^  a n d  l e t  D ** 3 + 0 .

-  *
Lemma 2 DT + TD = 0 a s  a n  o p e r a t o r  o n  Ac  .

P r o o f :  DT + TD -  3 ° i „  + i - ° 3  + 0«1_  + 1 ©0 + 3 1 + 1 3i* z  g  Q

+ i ° 0  + 0 « i  ■ l z + + A + Afc, w h e r e  A d e n o t e s  l e f t  m u l t i ­

p l i c a t i o n  b y  3 c .  T h u s  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c h e c k  t h a t  

Lg ■ A ■» 0 .  S in c e -  c i s  a  ( 1 , 0 )  f o r m  0 ?  = 0 a n d  s o  3C » 0 

♦  DC “  0 .  S i n c e  h  i s  K a h l e r  □  *  Jjj- A a n d  ♦  t h e  r e a l

a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  c a r e  h a r m o n i c  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

R i e m a n n i a n  m e t r i c  h .  Now c «  h ( * , Z )  ® h ( ’ ,V) + i h ( ’ ,JV )

■ R e (  +  i  I n  As n o t e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  s e c t i o n ,  

t o  v e r i f y  t h a t  A Re c »  A Im 5 »  0 i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  

c h e c k  t h a t  Vy Re c = Vx Im c *  0 f o r  e v e r y  v e c t o r  f i e l d  X.

«  VXJ  = VXV = 0 .  To

36

This is, m  fact, the case since V y j x



c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  t h e  lem m a we n e e d  o n l y  c h e c k  t h a t  

Z i s  h o l o m o r p h i c  s o  Lz = 0  b y  Lemma 1 o f  S e c t i o n  1 - 2 .  To s e e  

t h a t  Z i s  h o l o m o r p h i c  l e t  V— = ^ 3 / 3 5  w h e r e  { z a } a r e
1 <\

l o c a l  c o m p le x  c o o r d i n a t e s  o n  M. T h e n  Z « J  T? — a- ,
3z

s i n c e  Zp e  TpM ^'^  , a n d  Z i s  h o l o m o r p h i c  i f f  3 Z j / 3 z a  = 0 

f o r  a l l  a , j  f o r  som e c h o i c e  o f  l o c a l  c o o r d i n a t e s  {za } .

S i n c e  t h e  m e t r i c  i s  K a h l e r  w e  may c h o o s e  l o c a l  c o o r d i n a t e s  

t h a t  cure " n o r m a l " ,  ( i . e .  t h e  C h r i s t o f f e l  s y m b o ls  v a n i s h )

. I n  t h e s e  c o o r d i n a t e s  Z i s  h o l o m o r p h i c  

p  Z3 i s  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  c o m p o n e n ts

a n d  s o  V- a p 3z°
i f f  V _Z^=0. S i n c e  

a
o f  t h e  t e n s o r s  J  a n d  V w h i c h  a r e  p a r a l l e l  t h e  p r o o f  o f  

t h e  lemma i s  c o m p l e t e .

R e t u r n i n g  t o  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m ,  n o t e  t h a t

T :  AP , g  -  Ap - 1 < g  •  AP + 1 ' g

As i n  t h e  p r o o f  o f  t h e  p r e v i o u s  t h e o r e m ,  we show  t h a t  T 

i n j e c t s  t h e  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  s p a c e  Hp ' q  k e r  □ n  Ap ' q  

c  Ap ' q  i n t o  Hp _ 1 ' q  ® Hp + 1 ' q . By t h e  lem m a, D[T(Hp ' q ) ]  = 0 

a n d  s o  f o r  a e  Hp ' q : 3Ta + 0T a  ■ 0 ■* T a  i a  O - h a r m o n i c .

To c h e c k  t h a t  T i s  a n  i n j e c t i o n  we j u s t  n o t e  t h a t

T2 «* A_<»i„ + i„ o A _  = m u l t i p l i c a t i o n  b y  h ( Z ,Z )  a n d  Z »  V - i J V(, it i,
i s  n o n v a n i s h i n g .  S i n c e  b y  t h e  H o d g e - K o d a i r a  t h e o r e m  

d im  Hp ' q  *= h p ' q  t h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e .  □

A s a n  a p p l i c a t i o n  o f  T h e o re m  1 we c a n  c o n s t r u c t  

e x a m p le s  o f  m a n i f o l d s  t h a t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  o f  B o t t  

a n d  C h e r n  b u t  s t i l l  d o  n o t  a d m i t  p a r a l l e l  f i e l d s  f o r  a n y  

m e t r i c .  One f a m i l y  o f  s u c h  m a n i f o l d s  i s :
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S(p,q,r) = S1 x SP # Sq x Sr

kw i t h  3 £  q  < r - 1  a n d  p + 1  = q + r  = 1 mod 2 .  H e r e  S d e n o t e s  

t h e  s p h e r e  o f  d i m e n s i o n  k  a n d  # i s  t h e  o p e r a t i o n  o f  " c o n n e c t e d  

sum " ( c f .  [ 2 3 ] )  . I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  *= 1 a n d  x = 0 

w h i l e  b r + 1  < b r  -  b  .

3 .  A c l a s s i c a l  t h e o r e m  o f  H u r w i t z  may b e  r e s t a t e d  a s :

"A c l o s e d  t w o - d i m e n s i o n a l  m a n i f o l d  o f  g e n u s  >_ 2 h a s  a  f i n i t e  

i s o m e t r y  g r o u p  f o r  a n y  R i e m a n n i a n  s t r u c t u r e ,  a n d  i t  a d m i t s  

n o  o n e - p a r a m e t e r  g r o u p  o f  h o l o m o r p h i c  t r a n s f o r m a t i o n s  f o r  

a n y  c o m p le x  s t r u c t u r e "  c f  [5  ] . I f  a  tw o  d i m e n s i o n a l  

m a n i f o l d  h a s  s c a l a r  c u r v a t u r e  x (x) • <_ 0 (a n d  % 0 ) t h e n  b y  

t h e  G a u s s - B o n n e t  t h e o r e m  ^  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  = a r i t h m e t i c  

g e n u s  = h®'® -  h ® '^  = 1  -  g e n u s  < 0 i . e .  b j<  o r

0 ■ h ® '^  < h ^ ' ^  -  h ^ '® .  B o c h n e r  [ 5  ] h a s  e x t e n d e d  H u r w i t z '  

t h e o r e m  u n d e r  t h e  h y p o t h e s i s  o f  n e g a t i v e  d e f i n i t e  R i c c i

t e n s o r  ( R i c c i  < 0) i n  p l a c e  o f  x ( x )  <_ 0 o r  g e n u s  >_ 2 .

By e x p l i c i t l y  i n t r o d u c i n g  t o p o l o g i c a l  c o n d i t i o n s  ( i n  p l a c e  

o f  u s i n g  t h e  G a u s s - B 'o n n e t  t h e o r e m )  we c a n  g e t  t h e  sam e 

r e s u l t  f o r  R i c c i  <_ 0 :

T h e o rem  3 I f  a  c l o s e d  R ie m a n n ia n  n - m a n i f o l d  ( M ^ g )  

h a s  R i c c i  0 a n d  s a t i s f i e s :

f o r  som e 1 < k  < n - 1

t h e n  t h e  i s o m e t r y  g r o u p  ‘o f  (M ,g )  i s  f i n i t e .

P r o o f :  A c c o r d i n g  t o  a  w e l l  know n r e s u l t  o f  M y e rs  a n d

S t e e n r o d  [27] t h e  i s o m e t r y  g r o u p  o f  M i s  a  c o m p a c t  L i e  g r o u p
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I  (M) .  T he  f i n i t e n e s s  o f  I  (M) w i l l  t h e n  f o l l o w  f r o m  t h e  

f a c t  t h a t  i t s  L i e  a l g e b r a , w h i c h  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  s e t  

o f  K i l l i n g  f i e l d s  o n  M, i s  e m p ty ,  i . e .  d im  I(M ) = 0 .  To 

s e e  t h a t  (M ,g )  h a s  n o  K i l l i n g  f i e l d s  o b s e r v e  t h a t  i t  f o l l o w s  

f r o m  B o c h n e r ' s  t h e o r e m  ( c i t e d  i n  S e c t i o n  1-1 .7) t h a t  a n y  

K i l l i n g  f i e l d  m u s t  b e  p a r a l l e l  a n d  i t  f o l l o w s  f ro m  T h e o re m  L 

t h a t  M a d m i t s  no  p a r a l l e l  f i e l d s .

The a n a l o g o u s  r e s u l t  f o r  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d s  i s

T h e o re m  4 I f  a  c l o s e d  K a h l e r  m a n i f o l d  h P h a s  R i c c i  <_ 0 

a n d  s a t i s i f e s :

h P / 3 + 1  < -  h P ' ^ ” * f o r  some 0 £  p  ^  n ,  1 3  n

t h e n  i t  a d m i t s  n o  c o n n e c t e d  g r o u p  o f  h o l o m o r p h i c  t r a n s f o r m a ­

t i o n s  .

P r o o f :  I f  M a d m i t s  a  c o n n e c t e d  g r o u p  o f  h o l o m o r p h i c

t r a n s f o r m a t i o n s  t h e n  i t  a d m i t s  a  n o n t r i v i a l  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  

f i e l d  Z. L e t  h b e  t h e  K h h l e r  m e t r i c  an d  C = h (  ,Z ) t h e

( 1 , 0 )  fo rm  d u a l  t o  Z ; S e t  T *  + i y  a n d  5 * 3  + 6 .

T h e n ,  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  Lemma 2 ,  DT + TD « A + Afc

w h e r e  A d e n o t e s  l e f t  m u l t i p l i c a t i o n  b y  3 c ,  a n d  Afc i s  t h e  h e r m i ­

t i a n  t r a n s p o s e  o f  A .

Lemma 3 U n d e r  t h e  h y p o t h e s e s  o f  t h e  t h e o r e m  a n d  

w i t h  n o t a t i o n  a s  a b o v e  3c * 0 .

We p o s t p o n e  t h e  p r o o f  o f  t h e  lemma u n t i l  t h e  p r o o f  o f  

t h e  t h e o r e m  i s  c o m p l e t e d .  R e t u r n i n g  t o  t h e  t h e o r e m  we h a v e
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DT +  TD = 0 a n d  s o ,  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  2

T : Hp ' q  ® Hp + * ' q . To c h e c k  t h a t  we s t i l l  h a v e  a n
2 — i n j e c t i o n  n o t e  t h a t  T = m u l t i p l i c a t i o n  b y  h ( Z , Z )  a n d ,

s i n c e  Z i s  h o l o m o r p h i c ,  h ( Z ,Z )  j* 0 a l m o s t  e v e r y w h e r e .

To c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m  we o n l y  n e e d  t h e

P r o o f  o f  Lemma 3 : We u s e  a n  e l e m e n t a r y  i n t e g r a l

f o r m u l a  f o r  w h i c h  we r e f e r  t o  [ 2 2 ] ,  p .  1 7 :  F o r  a  ( 0 , l ) - f o r m

5 o n  a  c l o s e d  K 'a h le r  m a n i f o l d  ( □ £ ,£ )  0 =  I R i c c ( £ , £ )  v o l  
r _  L

+ (7£»  V?) (x) v o l  w h e re  V£ i s  t h e  c o m p le x  t e n s o r  f i e l d

V j f -  i f  A -  X , B 

0 o t h e r w i s e

a n d  £ -  I  5 -  d 2W. L e t  5 «  c »  h (  ,Z) = h ( * , Z )  6  A0 , 1

S i n c e  Z i s  h o l o m o r p h i c  -  0 c f .  [ 2 2 ] .  T hus  

(□C, C) °  |  R i c c ( c , c )  < 0 . I t  f o l l o w s  t h a t  Oc = 0 .  S i n c e

— f  f
t h e  m e t r i c  i s  K a h l e r  □ = □ «  3«3 + 3 o 3 a n d  s o

□C »  □  c B 3 t 3C s in c ie  C 6  A ® '* . T hus  3c ■ (V 3C “  0

a s  c l a i m e d .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m .

R e m a r k . F o r  a  m a n i f o l d  w i t h  r e a l  d i m e n s i o n  = 2 ,  

t h e s e  c o n d i t i o n s  o n  B e t t i  a n d  Hodge n u m b e r s  j u s t  m ean  g e n u s  2 ,  

H u r w i t z 1 c o n d i t i o n .
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I f  we s t r e n g t h e n  o u r  h y p o t h e s e s  we c a n  p r o v e :

T h e o re m  5 I f  a  c l o s e d  R ie m a n n ia n  n - m a n i f o l d  (Mn f g)

h a s  n o n p o s i t i v e  c u r v a t u r e  a n d  B e t t i  n u m b e r s  s a t i s f y i n g

< -  b j ^  f o r  some 1  <_ k  <_ n - 1

t h e n  D i f f  (M)® ( t h e  i d e n t i t y  c o m p o n e n t  o f  t h e  g r o u p  o f  

d i f f e o m o r p h i s m s  o f  M) c o n t a i n s  no  n o n t r i v i a l  i s o m e t r i e s .

P r o o f :  L e t  <f>: M -*■ M b e  a  n o n t r i v i a l  i s o m e t r y  i n

D i f f  (M) ^ a n d  a  f a m i l y  o f  d i f f e o m o r p h i s m s  o f  M c o n n e c t ­

i n g  $0  “  i d e n t i t y  a n d  4^ = <j». L e t  M M d e n o t e  t h e

u n i v e r s a l  R ie m a n n ia n  c o v e r i n g  o f  M. tt i s  a  l o c a l  i s o m e t r y  

a n d  M h a s  n o n p o s i t i v e  c u r v a t u r e .  L e t  d e n o t e  t h e  u n i q u e

l i f t  o f  t o  M s o  t h a t  f o r  p  e  M: iro$t (p )  = $ t ( i r ( p ) )  .

S e t  if «  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  <P i s  a n  i s o m e t r y  s i n c e
•«* mm

it°<p = 4>°ir. com m utes  w i t h  d e c k  t r a n s f o r m a t i o n s  s i n c e
•m

7r®4>t  «  $ t C7r i ° r  a ^ i  an(* s e t  d e c k  t r a n s f o r m a t i o n s  

i s  d i s c r e t e .  I t  f o l l o w s  f ro m  t h e  c o m p a c t n e s s  o f  M t h a t  

d i s t ( p , $ ( p ) )  i s  a  b o u n d e d  f u n c t i o n  o n  M. We may now a p p l y  

t h e  r e s u l t s  o f  J .  W o lf  [34] t o  c o n c l u d e  t h a t  t h e  v e c t o r  f i e l d  

V d e t e r m i n e d  b y  V~ = t a n g e n t  v e c t o r  t o  t h e  m i n i m a l  g e o d e s i c
r

c o n n e c t i n g  p  a n d  $ (p) i s  a  p a r a l l e l  v e c t o r  f i e l d  o n  M. S i n c e  

M h a s  n o n p o s i t i v e  c u r v a t u r e  a n d  i s  s i m p l y  c o n n e c t e d  i t  

f o l l o w s  t h a t  f o r  a n y  d e c k  t r a n s f o r m a t i o n  T we h a v e  

T*V~ *  v t (d ) * H en ce  t îe  v e c t o r  f i e l d  V p r o j e c t s  t o  a  p a r a l l e l
p  r

v e c t o r  f i e l d  o n  M. Now a p p l y  T h e o re m  1 .  □
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F o r  n = 2 t h e  t h e o r e m  i s  d u e  t o  H u r w i t z  [ 1 8 ] .  We h a v e  

u s e d  a n  i d e a  o f  F r a n k e l  [1 2 ]  who p r o v e s  a  s i m i l a r  r e s u l t .

4 .  As r e m a r k e d  i n  [ 1 6 ] ,  i t  i s  know n t h a t  t h e  B e t t i  n u m b e rs

o f  c o m p a c t  h o m o g e n e o u s  s p a c e s  s a t i s f y :  (a )  b
b la n d  (b) i f  b .  /  0 t h e n  b .  > ( } ( H u r e w i c z ) . We may a p p l y

1 D _  3
t h e  t h e o r e m  o f  S e c t i o n  1 t o  p r o v e :

C o r o l l a r y  1 I f  G/H i s  a  h o m o g e n e o u s  s p a c e  o f  c o m p a c t  

L i e  g r o u p s  w i t h  b ^ (G /H )  /  0 t h e n  t h e  B e t t i  n u m b e rs  o f  G/H 

s a t i s f y

b k + l  — b k "* b k - l  f o r  1 k <_ n - 1

P r o o f :  A c c o r d i n g  t o  S a m e ls o n  [ 2 9 ] ,  e v e r y  c o m p a c t  homo­

g e n e o u s  s p a c e  a d m i t s  a  m e t r i c  w i t h  n o n n c g a t i v e  s e c t i o n a l  

c u r v a t u r e  R i c c i  ^  0 .  I f  b^  /  0 t h e n  B o c h n e r ' s  t h e o r e m  

( s e c  C h a p t e r  I ,  S e c t i o n  1 . 7 )  g u a r a n t e e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  

p a r a l l e l  v e c t o r  f i e l d  a n d  t h e  p r o o f  i s  c o n c l u d e d  b y  a p p l y i n g  

T h e o re m  1 .

R e m a rk . I t  f o l l o w s  t h a t  n o  c o m p a c t  L i e  g r o u p  c a n  a c t  

t r a n s i t i v e l y  on  t h e  m a n i f o l d s  S ( p , q , r )  o f  S e c t i o n  2 .

5 .  As a  f i n a l  a p p l i c a t i o n  o f  T h e o re m  1 we h a v e

T h e o re m  6 I f  a  c l o s e d  n - m a n i f o l d  h a s  n o n z e r o  f i r s t  B e t t i  

n u m b e r  a n d  s a t i s f i e s

b ^ +^ < bj. -  f o r  som e 1 < k  < n - 1

t h e n  i t  a d m i t s  n o  R ie m a n n ia n  s t r u c t u r e  w i t h  R i c c i  > 0 .

j  1  ( j " 1) (deRham)
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P r o o f :  A g a in  b y  B o c h n e r ' s  t h e o r e m , ( s e e  C h a p t e r  I ,

S e c t i o n  1 . 6 ) ,  R i c c i  _> 0 a n d  n o n z e r o  f i r s t  B e t t i  n u m b er  

i m p l y  t h a t  M a d m i t s  a  p a r a l l e l  v e c t o r  f i e l d .  The c o n c l u s i o n  

t h e n  f o l l o w s  f ro m  T h e o re m  1 .

R e m a rk . I t  i s  a  w e l l  kn o w n  c o n j e c t u r e  o f  C a l a b i  [ 8 ] 

t h a t  a  c o m p a c t  K a h l e r  m a n i f o l d  w i t h  v a n i s h i n g  f i r s t  C h e rn  

c l a s s  a d m i t s  a  R i c c i - f l a t  ( i . e .  R i c c i  = 0) m e t r i c .  A ssu m in g  

t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  C a l a b i  c o n j e c t u r e ,  T h e o rem  6 i m p l i e s  

t o p o l o g i c a l  c o n d i t i o n s  f o r  K a h l e r  m a n i f o l d s  w i t h  v a n i s h i n g  

c a n o n i c a l  c l a s s .  I n  p a r t i c u l a r ,  s u p p o s e  a  K a h l e r  m a n i f o l d  M 

a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  f i e l d  o r  a  f r e e  

a c t i o n .  T h en  e i t h e r  c ^  ^  0 o r  b k + l  — b k  ”  ^ k - 1  ^o r  

1 < k  < n - 1 .
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V . ELLIPTIC  OPERATORS AND VECTOR FIELDS

T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  p r o v e  som e r e s u l t s  

c o n n e c t i n g  t h e  e x i s t e n c e  o f  som e s p e c i a l  d i f f e r e n t i a l  f o r m s  

a n d  v e c t o r  f i e l d s  w i t h  t o p o l o g i c a l  an d  g e o m e t r i c  p r o p e r t i e s  

o f  m a n i f o l d s  b y  m e a n s  o f  t h e  t h e o r y  o f  e l l i p t i c  o p e r a t o r s .

1 .  A c l a s s i c a l  t h e o r e m  o f  P o i n c a r ^  a s s e r t s  t h a t  i f  a  

2- d i m e n s i o n a l  m a n i f o l d  a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  v e c t o r  f i e l d  

t h e n  x (M) = 0 .  A 2 - m a n i f o l d  M c a n  b e  v ie w e d  a s  a  R iem an n  

s u r f a c e  a n d  e v e r y  v e c t o r  f i e l d  o f  t y p e  (1 , 0 ) i s  o f  t h e  

f o rm  Z « X -  i J X  f o r  a  r e a l  v e c t o r  f i e l d  X. F u r t h e r m o r e ,  

f o r  a  R iem an n  s u r f a c e  t h e  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  i s  t w i c e  t h e  

a r i t h m e t i c  g e n u s  ( c f .  C h a p t e r  I ,  S e c t i o n  2 ) .  T h u s ,  t h e  

P o i n c a r d  r e s u l t  c a n  b e  r e s t a t e d  a s :  I f  a  R iem an n  s u r f a c e

a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  (1 , 0 ) v e c t o r  f i e l d  ( o r  ( l , 0 ) - f o r m )  

t h e n  i t s  a r i t h m e t i c  g e n u s  »  0 .  We g e n e r a l i z e  t h i s  a s  f o l l o w s :

T heorem  I f  a  c o m p le x  m a n i f o l d  m c f  c o m p le x  d i m e n s i o n  

2n + l  a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  ( 2n + l , 0 ) fo rm  t h e n  i t s  a r i t h m e t i c  

g e n u s  ■ 0 .

C o r o l l a r y  I f  M a d m i t s  2n+l in d e p e n d e n t  ( 1 ,0 )  v e c t o r  f i e l d s  

t h e n  a r i t h m e t i c  g e n u s  * 0 .

F o r  n  > 1 t h e  a r i t h m e t i c  g e n u s  a n d  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  

a r e  n o t  c o n n e c t e d  i n  a n y  s i m p l e  m a n n e r .
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Proof: let EP'even (resp. Ep'°aa) d5f • A?'2’
( r e s p .  ® A P '2 ^ 1 ) .  C h o o s e  a  h e r m i t i a n  m e t r i c  a n d  l e t  3+0 =* D :

P
g P , e v e n  ^  g p r o d d  ( s e e  c h a p t e r  I .  S e c t i o n  3) . By t h e

S e r r e  D u a l i t y  T h e o re m  ( c f .  1 3 3 ])  h p ' q  = h n “ p ',n _ q

a n d  XP = ( ~ l ) m X™ P i f  d im  M =* m. S i n c e  m = 2 n + l :

X° = -Xm : L e t  T (E) = E° ' e v e n  © Em' o d d  a n d  T (F) = E ° ' o d d ® Era' e v e n
-  *

a n d  P = Dq © Dm . ^ h e n  P :  E F i s  a n  e l l i p t i c  o o e r a t o r  a n d  

in d f i ? )  = i n d  Dn + i n d  D* = i n d  Dn -  i n d  D = X^ "  Xm = 2X^U m y |D

-  2 a r i t h m e t i c  g e n u s .  We w i l l  show  t h a t  i f  t h e r e  e x i s t s  

a) €  Am ,d  a n d  uj ft 0 t h e n  i n d  (fh  = 0 .  L e t  SL d e n o t e  l e f tb)
*

e x t e r i o r  m u l t i p l i c a t i o n  b y  w , t h e  a d j o i n t  o p e r a t o r
*

a n d  ft =* © £-w . T h e n  f t : E F a n d  we h a v e  t h e  d i a g r a m :

0 , e v e n 0 ,o d d

m t o d d m ,e v e n
D.m

Lemma P ft + ft P «  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  o f  o r d e r  z e r o .

L e t  Pfc *» P + t f t .  T h e n  t  i s  a  c o n t i n u o u s  p a t h  o f

F r e d h o lm  o p e r a t o r s  ( i n  s u i t a b l e  s p a c e s )  c o n n e c t e d  t o  P .

H e n c e  i n d ( P fc) = i n d ( P )  . We w i l l  show t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  t Q 

w i t h  i n d  (P . ) =  0 .  I n  f a c t ,  f o r  t  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  i t  w i l l  

b e  s e e n  t h a t  k e r  P. = k e r  P. *  0 .
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F i r s t ,  o b s e r v e  t h a t  k e r  P. = k e r  P*t>t  t  t
= k e r  [V P + 1 2fi fl + t ( P * n  + f l * P ) ] .  N o te  t h a t

V* =  ( 3 + 6 ) * =  (0 + 3) =P a n d  P*P = □ w h i l e  fi*fi = 1*1  + 1 1 *

I f  u  = u ° ' e v e n  ® u 1" '033  e  E t h e n

0 * n u  = t \  u ° ' e v e n  e  i  **  um ' o d d

A t  P  e  M, &u u  = ( c ^ a . . .  A Cn ) u  f o r  som e 5^ e  A1 ' 0 w i t h  

C j 1  / j  ^  k  . Then

*#« ”  * • • •  ° ) “  i r    i .  i n  T M
w ? 1 5n  c n  C P

*  2( c f .  [31]) ,  a n d  we h a v e  “  m u l t i p l i c a t i o n  b y  II | C j |  i n
*

a  n e i g h b o r h o o d  o f  p .  S i m i l a r l y  f o r  I f  we p u t

+ t 2 fl ft = A ( t )  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  t h e  u s u a l  

i n n e r  p r o d u c t  o n  E a n d  F t h e r e  e x i s t s  c  > 0 s u c h  t h a t

IA  ( t )  u l I u l  ( A ( t ) u , u )  »  (D u ,u )  + t 2 (n  f lu ,u )

> ( D u , u ) +  t 2c ( u , u )  > t 2c l u l 2

T h u s  k e r  A ( t )  «  0 .  S i n c e  A ( t )  h a s  c l o s e d  r a n g e  a n d  t h e
*

s a m e  e s t i m a t e  sh o w s  t h a t  k e r  A ( t )  »  0 i t  f o l l o w s  t h a t  

A ( t)"~ *  i s  a  b o u n d e d  o p e r a t o r .
2

I t  f o l l o w s  f ro m  t h e  e s t i m a t e  l A ( t ) u l  >_ c t  l u l  t h a t  
—1 —2l A ( t )  I ^  a t  , a > 0 ,  a n d  b y  Lemma 2 we m ay c h o o s e  t  = t^ 

*  *
s u c h  t h a t  t ( P  ft + fl P) ° A ( t  ) i s  a  b o u n d e d  o p e r a t o r  C 

0 0
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w i t h  n o rm  < 1 .  S u p p o s e  u  e  k e r  V. « . Then u  e  c *  a n d
, , - 1  0 0

U = M t Q) e  v  anc*

o « v* v . u = [ a ( t n) + t n (V*n + n p ) ]u  
l o 0 u

-  ( I  + C) v

S i n c e  I Cl < 1 i t  f o l l o w s  t h a t  v  = 0 ■* u  = 0 .

T h u s ,  we h a v e  show n k e r  V. = 0 .  T h e  sam e m e th o d  w o r k s
0 *

f o r  t h e  a d j o i n t  t o  show t h a t  k e r  V. = 0 , a n d  we c o n c l u d e
0

t h a t  i n d ( P )  * 2 a r i t h m e t i c  g e n u s  = 0 .

To c o m p l e t e  t h e  p r o o f  we p r o v e  t h e  lem m a:

0*1) + n * p !  E ° .= v e n  „  Em ,o d d  _  E0 , o d d  #  Em ,e v e n  a n d  l f

m , ,  u  »  u  ®u t h e n

+ Q*V) (u°  ® um) « [ £ ( 3+0 ) + (3+0 ) £ ] u°® [£* (3+© )+£*  (3+0 ) ]u m

-  [R + S * ) u °  ® [S + R * ] u m

w h e r e  R » £3  + £3  ® l e f t  m u l t i p l i c a t i o n  b y  30  € A ^ n + ^ ' ^

a n d  S = (£ 3 + 3£ ) .

R i s  c e r t a i n l y  a  z e r o  o r d e r  o p e r a t o r  a n d  we c l a i m  t h a t

t h e  s a m e  i s  t r u e  o f  S .  I n  f a c t ,  l e t  {li} b e  a  c o l l e c t i o n  o f  

s m a l l  c o o r d i n a t e  p a t c h e s  o n  M o v e r  w h i c h  E i s  t r i v i a l .  

T h e n ,  c l e a r l y ,  S i s  o f  o r d e r  z e r o  i f  S r e s t r i c t e d  t o  s e c t i o n s  

o v e r  U i s  o f  o r d e r  z e r o  f o r  a l l  U. I n  li we m ay  a s s u m e  t h a t

w »  A . . .  a ? 2 n + l  '  6  A1 '** a n d  Cj a r e  o r t h o g o n a l .
*

T h e n  £ = i  • . . . • !  ( c f .  S e c t i o n  1 - 1 . 2 )  a n d
c 2n + l  ? 1
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= ( i  » . . . «  i  ) a  + 3 ( i  ® . . . ® i  )
U g2 n + l  2 n + l

By Lemma 1 o f  C h a p t e r  I ,  S e c t i o n  3 ,  i  ®3 = - 3 i  + Z.
**1 A 

w h e r e  Z^ i s  a  z e r o  o r d e r  o p e r a t o r  a n d  s o

S ** “ ^ n + l  ° *** ° + **°A2 n + l  + z e r o  o r d e r
o p e r a t o r

C o n t i n u i n g  t h e  t r a n s p o s i t i o n s  i  3 i n  t h e  f i r s t  t e r m
j

on  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  we f i n d

S «* - 3 « i  « . . .  ® i  + {Jr 0 . . .  e i
C2 n + i  2n + l  2n + l

+ z e r o  o r d e r  o p e r a t o r

■ z e r o  o r d e r  o p e r a t o r .

R e m a rk s  (1) I t  i s  p o s s i b l e  t o  p r o v e  t h e  t h e o r e m  b y  a p p l y i n g  

som e c h a r a c t e r i s t i c  c l a s s  t h e o r y  a n d  t h e  f u l l  f o r c e  o f  t h e  

H i r z e b r u c h - A t i y a h - S i n g e r  R ie m a n n -R o c h  t h e o r e m  f o r  

a r b i t r a r y  c o m p a c t  c o m p le x  m a n i f o l d s  (w h o se  o n l y  p r o o f  

i s  v i a  t h e  A t i y a h - S i n g e r  I n d e x  t h e o r e m ) . T he  p r o o f  a b o v e  i s  

e l e m e n t a r y .  I n  a n y  e v e n t ,  t h e  r e s u l t  d o e s  n o t  a p p e a r  t o  h a v e  

b e e n  r e m a r k e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e .

(2) I t  s h o u l d  b e  o b s e r v e d  t h a t  t h e  p r o o f  sh o w ed  t h a t  

( i )  a r i t h m e t i c  g e n u s  = i n d ( P )  a n d  ( i i )  i n d ( P )  <_ 0 a n d  i n d ( P )  0

I t  i s  c o n c e i v a b l e  t h a t  s i m i l a r  c o n s i d e r a t i o n s  w i l l  show 

i n  som e c a s e s  e i t h e r  t h a t  i n d ( P )  < 0 o r  i n d ( P )  0 ( e . g .  w hen 

fl i s  b o u n d e d  b e lo w  b u t  fl* i s  n o t ) . F o r  t h i s  r e a s o n  we h a v e  

a v o i d e d  a  d i f f e r e n t  m e th o d  o f  a t t a c k ,  e m p lo y e d  b y  A t i y a h  i n  [ l ]  ,
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t h a t  c a n  o n l y  show  t h a t  a n  e l l i p t i c  o p e r a t o r  h a s  i n d e x  z e r o .

(3 )  E s s e n t i a l l y  t h e  sam e m e th o d  o f  p r o o f  show s t h a t  

i f  a  d i f f e r e n t i a b l e  m a n i f o l d  M a d m i t s  a  n o n v a n i s h i n g  v e c t o r  

f i e l d  X t h e n  x *  i n d ( D )  = i n d ( D  + t  +  i )  < 0 a n d  ^  0 i . e .

*  0 .  H e r e  D i s  t h e  o p e r a t o r  D = d  + 6 : © A2p -*• © A2**"1 .

2 .  I n  t h i s  s e c t i o n  we g i v e  a  p r o o f  o f  H u r w i t z '  t h e o r e m  

c i t e d  i n  C h a p t e r  I .

T h e o re m  ( H u r w i t z - B o c h n e r ) . I f  M i s  a  c l o s e d  2 - m a n i f o l d  

w i t h  x(M) < 0 ,  t h e n  t h e  i s o m e t r y  g r o u p  o f  M i s  f i n i t e  f o r  a n y  

R ie m a n n ia n  s t r u c t u r e .

P r o o f :  L e t  g  b e  a n y  m e t r i c  o n  M. I t  w i l l  b e  show n t h a t

X < 0 i m p l i e s  t h a t  (M ,g) a d m i t s  n o  K i l l i n g  v e c t o r s .  I t  t h e n  

f o l l o w s  f ro m  t h e  c o m p a c t n e s s  o f  t h e  i s o m e t r y  g r o u p  t h a t  t h e  

g r o u p  i s  f i n i t e .

S u p p o s e  t h a t  (M ,g) d i d  a d m i t  a  K i l l i n g  v e c t o r  K. L e t
d e f

« g ( K ,  ) b e  t h e  c o v a r i a n t  fo rm  o f  K, a n d  c o n s i d e r  t h e  

d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  D. «  d  + 6 + I  + i  : A® © A2-*- A^.
A* tl) K *

S i n c e  + ij^ i s  a  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  o f  o r d e r  z e r o

Dr  i s  a  F r e d h o lm  o p e r a t o r  o f  o r d e r  1 a n d  in d ( D K) = i n d ( d + 6 )

»  X < 0 C h a p t e r  I , S e c t i o n  3 ) .  Now in d ( D „ )  < 0 i m p l i e s2\
*

t h a t  d im  c o k e r n e l  DR = d im  k e r  DR > 0 s o  t h a t  t h e r e  e x i s t s

u  €  A* s u c h  t h a t  Dv u  = 0 .  ■ (d  + 6 )* +  ( I  + i v ) *
K K U K

- 6 + d + i ^ + I  = D  s i n c e  i _  i s  t h e  a d j o i n t  o f  l e f t  K ID K

m u l t i p l i c a t i o n  b y  ( c f .  1 - 1 . 2 ) .  T h u s  u  e  k e r  DR i f f  u  e  k e r

i f f  Dv D*u = [ (d + 6 ) 2+ ( £ + i ) 2 + d i + i d + 6 i + £ 6 + d i + i d + i 6+ 6 i ] u  =
K K
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** (A + Lx  + + A + Afc + | k | 2 ) u  w h e r e  Au = d£ a  u .

By Lemma 2 o f  C h a p t e r  I  a n d  t h e  f a c t  t h a t  d£ a  u  = 0 w e h a v e  
2

(A + |K |  ) u  =  0 .  T a k i n g  t h e  i n n e r  p r o d u c t  o f  b o t h  s i d e s  w i t h  u :

0 -  (A u ,u )  + |  ( |K | 2 ) A *u  “  | d u |  2 + | 6 u |  2 + j | K| 2 (u  a * u )

I t  f o l l o w s  t h a t  |  | k | 2 u  a  *u *  0 a n d  s i n c e  t h e  s e t  z e r o ( K )

o n  w h i c h  K v a n i s h e s  h a s  n o  i n t e r i o r  ( s i n c e  K s a t i s f i e s  a n  

e l l i p t i c  e q u a t i o n  w i t h  A *  h i g h e s t  o r d e r  t e r m  [ 5 ] ) 

i t  f o l l o w s  t h a t  u  a  *u  «  0 a . e .  S i n c e  u  e  c ”  we h a v e  

u = 0 .  T h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e .

Rem ark R e c a l l  t h a t  t h e  H s i a n g  d e g r e e  o f  sy m m etry  o f  a

m a n i f o l d  M i s  t h e  m a x im a l  d i m e n s i o n  o f  c o m p a c t  s u b g r o u p

o f  D i f f ( M ) .  S i n c e  a n y  s u c h  c o m p a c t  s u b g r o u p  c a n  b e  m a d e
2

t o  a c t  b y  i s o m e t r i e s  i t  f o l l o w s  t h a t  i f  x(M ) < 0  t h e
2

H s ia n g  d e g r e e  o f  s y m m e try  o f  M i s  z e r o .  T h i s  p o i n t  o f

v ie w  i s  o f  i n t e r e s t  i n  v ie w  o f  t h e  f a c t  t h a t  A t i y a h  a n d

H i r z e b r u c h  [ 2 1 h a v e  show n  t h a t  t h e  d e g r e e  o f  sy m m e try  o f  

a  4 k - d i m e n s i o i f e l  s p i j v  m a n i f o l d  i s  z e r o  i f  i t s  A -g e n u s  

i s  n o n z e r o .
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