smi CERTAINS ESPACES CONSIDERES
" PAR M. H. STONE (*

Par J. Dixmier

Dans un mémoire récent [11] (%), M. H. Ston a étudié les espa-
ces compacts (%) dans lesquels ensemble des fonctions continues nu-
mériques est complétement réticulé. Ces espaces, que nous appelle-
rons espaces stoniens, s'introduisent dans diverses applications. On a
alors & mélanger des propriétés purement topologiques et des pro-
priétés relevant de la théorie d'ez la mesure. Nous nous proposons
d’éclaireir les relations entre ces deux groupes de propriétés. Ceci
nous ameénera § étudier des mesures particulidres sur les espaces
stoniens (n.° 2), et & distinguer parmi les espaces stoniens des espaces
plus particuliers, que nous appellerons espaces hyperstoniens (n.° 3).

Ces espaces sont déja, en fait, intervenus dans de nombreux
travaux. Ce sont en effet, comme on le verra aux n.°s 5 et 6, les
spectres des algébres du type L* et des algébres autoadjointes
commutatives faiblement fermées d'opérateurs dans un espace hil-
bertien. Plusieurs des propriétés qui suivent sont déja établies, au
moins dans des cas particuliers ou implicitement, dans divers mé-
moires. Ce travail doit done étre considéré surtout comme une
mise at point.

Notations

Nous utilisons en géndral les notations de N. Boursaki. Pré-
cisons les points suivants.

Dans un ensemble ordonné par une relation d’ordre notée <,
une’ famille §§ d’éléments est dite filtrante croissante si, quels que

goient z € § et y € §, il existe un 2z € § avee z<z, y<z.

*)  Manuscrito recebido a 10 de Janeiro de 1951.

(1) Les chiffres entre crochets renvoient & Jla bibliographie.

{2) En réalité, M. H. Stone a considéré le cas plus général des éspaees complétement réguliers.
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J. DIXMIER

Dans un espace topologique, un ensemble est dit rare si son adhé-
rence a un intérieur vide et maigre s’il est réunion dénombrable
d’ensemble rares (notations plus classiques: ensembles partout non
denses, de premlére catégorie).

Pour la théorie de la mesure, le livre de N. BourBakr n’est pas
encore pard. On pourra se reporter en partie 4 [2]. Sur un espace
localement compact R, on appelle mesure positive u une forme li-
néaire sur Pespace vectoriel C(R) des fonetions eontinues sur R,
nulles hors d’un compact, & valeurs complexes, telle que u(f)=0
lorsque f appartient & Pensemble CT(R) des fonctions =0 de C(R).
On prolonge ensuite u (cf. [2]). Le support de u est le complémen-
taire du plus grand ouvert de mesure nulle, Un ensemble est né-
ghgeable §'il est de mesure nulle pour u, localement négligeable
si son intersection avee tout compact est négligeable. Une fone-
tion f & valeurs complexes est mesurable si, pour tout compact K et

tout €>0, existe un compact K; C K tel que ,u(Kf\CK;l)Se et tel

que la restriction de f A K; soit continue; un ensemble est mesurable

si sa fonction caractéristique est mesurable. On désignera par
LY(R,u) Pensemble des fonctions & valeurs complexes u-somma-

bles, olt on identifie deux fonctions fi, f; telles que [|fi—f | du=

=0. On désignera par L®(R, u) V'ensemble des fonetions mesu-
rables bornées A valeurs _complexes, o' on identifie deux fonetions
qui ne différent que sur un ensemble localement’ négligeable. Si p

et v sont deux mesures positives, et si tout ensemble localement

négligeable pcur u est localement négligeable pour p, il existe
une fonction positive g, sommable pour u sur tout compact (on dira:

localement sommable) telle que [fdy= [fgdu pour toute f qui

est v-sommable. On appelle mesure complexe u une combinaison

linéaire & coefficients complexes de mesures positives. Si ;u est
réelle, il existe une décomposition unique u=uT—p", avec ,u et
M7 positives, telle qu’aucune mesure positive 520 ne minore wt et
o ,u"‘ et u~ s’appellent les parties positive et négative de u. Si

p=mt—puy +z (g™ — Mz ), on appelle support de y la réunion des
supports de wt,ui et e, On désignera par M(R) Pensemble
des mesures complexes sur B.© = R

2 (Sum. Bras, Mara, IT — Fase. 11, 152 - 1051)
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, Les fonetions que nous considérerons seront le plus souvent soit
4 valeurs complexes, soit.& valeurs réelles finies (et qualifides alors
de numériques) soit 3 valeurs réelles finies ou infinies, c¢'est-a-dire
4 valeurs dans la droite numérique complétée par un point 4+ «

et un point — o (ensemble qu'on désignera par R).

Enfin, nous désignerons toujours par y, la fonction caractéris-
tique d’un ensemble A.

1. Résultats préliminaires

a. Soit A wune algébre normée compléte commutative sur le corps
compleze, possédant un élément unité e. Supposons qu’il existe
une application z—z* de 9 sur ¥ telle que:

2= 5 (Ao puy)* = Aoty (oy)* = y*e* sz 24| = lle]] . e

Une telle application‘ sera appelée une involution.- Alors, d’apres
{6], il existe un espace compact E tel que A soit isomorphe, en tant
qu'algébre normée, o C(E); de plus, si x.€ Y correspond 4 f ¢ C(E),
z* correspond & la fonction complexe conmguée de f.

Nous appellerons hermitiens les éléments z € U tels que x=2z*
1ls correspondent aux fonctions réelles de C(E).

L’espace E est déterminé, a un homéomorphisme pres, par la
seule donnée de 9. On Vappelle le spectre de 9,

Sur 'ensemble des éléments hermitiens de 9, on peut définir une
relation d’ordre, en considérant comme positifs les éléments qui eor-
respondent aux fonctions positives de C(E), ¢’est-3-dire, les éléments
qui peuvent se mettre sour la forme z¥z.

b. Nous appellerons espaces sloniens les espaces. compacts E pos-
sédant la propriété suivante: dans Uensemble des fonctions continues
numériques, toute famille majorée ( fier admet une borne supérieure f
(ou, ce qui revient au méme, toute famille minorée admet une borne
inférieure)(®). La fonction J est en général distincte de Venveloppe

(3) Soit donnée une famille majorée de fonctions numériques” continues sur B. Cousiderons
la famille dont les éléments sont les enveloppes supérieures des sous-familles finies de la premidre.
- Une de ces familles admet une borne supérieure si et seulement si 'autre admet une borne supérieure

. et ces bornes supérieures sont les mémes. On peut donc se limiter & la consxdératxon des familles
filirantes croissantes,’
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supérieure (ou borne supérieure en chaque point) f des f,. Ce-
pendant, f ne différe de f' que sur un ensemble maigre. En effet, il
est évident que f=j’; et I'ensemble 4, des z € E tels que f(z)—

—f(z)= % (n entier>0) est fermé (car f* est semi-continue infé-

rieurement) et sans point intérieur (car, sinon on aurait f, <f T

sur un certain ensemble ouvert non vide indépendant de 7, de sorte
qu’il existerait une f; continue majorant les f et majorée stricte-
ment par f).

Toute fonction numérique bornée semi-continue inférieurement f
sur un espace stonien E coincide, sauf sur un ensemble maigre, avec
une fonction continue (évidemment unique) qui n’est autre que la régu-
larisée semi-continue supérieurement de f. En effet, comme B est
compact, f est Venveloppe supérieure de la famille (f;);.; des fone-
tions continues majorées parf. D’aprés la remarque précédente,
f est majorée par une fonetion continue f’ qui coincide avee f sauf
sur un ensemble maigre 4. On a:

lim sup f(z) < lim n_sup f(z) = f'(z0)

D’autre part, si €>0, il existe un voisinage V de zp dans lequel

I (@) (zo)—¢, et, comme V’F\EA est non vide, il existe des z € V

tels que f(x)=f'(zo)—e. Done lim sup f(z) = f'(z0)—¢, et fina-
T—PZo

lement lim sup f(z) =f"(x0).
Ed%o

Les propriétés précédeﬁtes g’appliquent aussi aux fonctions A
valeurs dans K. Il suffit de remarquer que, si f est une fonction
& valeurs dans ﬁ, Are tg f est une fonction numérique. ,

Considérant le cas des fonctions caractéristiques d’ensemble,
on voit que, dans un espace stonien, 'adhérence d’un ensemble ouvert
est ouverle et fermée (donc un espace stonien est totalement discon-
tinu). Par dualité, Vintérieur d’un ensemble fermé est ouvert et
fermé. -

Soit G un ensemble ouvert partout dense dans E. Toute fonction
continue f & valeurs dans R définie sur G se prolonge (évidemment

4 (Sum. Bras. Mazs, II — Faso, 11, 154 - 1951}
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d’une maniére unique) en une fonction conlinue f' & valeurs dans R
déﬁme sur B. Car soit f; la fonction définie de la maniére suivante:

1. Siz € @G, filx)=fz). 2. 8i z¢€ cG’,fl(a:)— — . La fonction

fi est semi-continue inférieurement, donc sa régularisée semi-con-
tinue supérieurement §’ est continue. Et il est évident que f'(z)=
=filz) =f(z) pour z € G.

Toutes ces remarques sont tirées de [11]. Cf. aussi [10] et (8]

Soit ¥ une algébre du type considéré en a. Son spectre est un
espace stonien si et seulement si toute famille majorée d’éléments
de ¥ admet une borne supérieure. '

~ ¢. Soient E;, E, deux espaces de Banach, et soit {w1,25)—
— <1, £3> une forme bilinéaire continue sur By XF, Pour tout
xg € Ey, Papplication @;— <z, 75> est une forme linéaire continue
sur E;, c’est-a-dire un élément T, du dual E;* de E;. Si I'application
Tp—Ty est un isomo’rphisme de P'espace normé E, sur I'espace normé

¥, nous dirons, par abus de langage, que Ej est le dual de E; pour
la forme bilinéaire <z, 23> .

En particulier, soient E un espace de Banach, E* son dual, K,
un sous-espace vecteriel fermé de E* Si xz € E et zy € By, soit
<z, ;> la valeur en z de la forme linéaire z;. On a 13 une forme

“bilinéaire continue sur EXE;. Si E est le dual de E; pour cette
forme bilinéaire, nous dirons que E est le dual du sous-espace By
de son dual. Dans ce cas, on peut identifier de maniére évidente
le bidual de E; & E*, et Papplication canonique de E; dans son bidual
devient I'application identique.

Soient By, E, deux sous-espaces vectoriels fermés de E* tels que
E\CE, 8i E est le dual de Ey et de B3, on a Ey=F8,. En effet, st
E#E,, il existe une forme linéaire continue non nulle sur Ey qui
g’annule sur E;, done un élément non nul de E orthegonal a Ey,
ce qui est absurde. '

~d. Soient H un espace hilbertien, $ l'ensemble des opérateurs
linéaires bornés sur H. Avec des conventions classiques, B est un
espace de Banach. Soit B* son dual. Soit @ I’ensemble des formes
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a

lindaires 4 — 3~ <Az, y,> sur B ol a1, Y1,-4%n; Yy SO0t des veeteurs
i=1

fixes de H. € est un sous-espace vectoriel de B*, soit &' son adhé-
rence (pour respecter les notations de [5]). Avec les ccnventions
de ¢, B est le dual de §’. Une sous-algébre autoadjointe de B est
faiblement fermée dans B (au sens classique de la topologie faible
des opérateurs) si et seulement si elle est fermée pour la topologie
“faible” de B considéré comme le dual de & (sur tout ceci, cf. [5])

Soit alors 9 une’ sous-algdbre auto-adjointe faiblement fermée
de B et soit Y° I’ensemble des éléments de & orthogonaux 3 9.
D’aprés ce qui préceéde, 9 est I'ensemble des éléments de ' ortho-
gonaux 4 Y°. Considérons 'espace de Banach &/%°5 La forme bili-
néaire qui établit la dualité entre B et 3’ fournit, par passage au
quotient, une forme bilinéaire qui établit une dualité entre A et
J'/A° et il est classique que 9 est ainsi le dual de /0. Sost Wy
I'image cancnique de &//%° dans le dual 9* de 9. 9 est le dual de
;. Comme @ est partout dense dans 3, Vimage § de @ par Pappli-
cation canonique de &' dans &//9° est partout dense dans §'/°,
donc l'image de § par l’application canonique de &'/%° dans A*
est partout dense dans ;. Autrement dit: '

Considérons, dans le dual 9* de U, 'ensemble des formes linéaires

n

du type 4 — > <Az, yi>, ol 2,1, ..., Z,, Y, sont des veeteurs

i=1
fixes de H. Soit A; I'adhérence de cet ensemble. N est le dual
de 2[15

2. Mesures normales

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace stonien.

DiriNiTION 1— Une mesure positive u sur B sera dile normale
8t elle posséde la propriété suivante: pour toute famille filtrante crois-
sante (f);er de fonctions numériques continues sur E, de borne supé-
rieure continue f, u(f) est la borne supérieure des u(f). Une mesure
réelle sera dite normale si ses parties positive et négative sont norma-
les. Une mesure complexe sera dite normale si ses parties réelle of
imaginaire sont normales. ' ‘

6 (Sum. Bras, Mars. I — Fase. 11, 156 - 1951)
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Prorosition 1— Pour qu'une positive u sur B sodt normale, il
Saut et il suffit que tout ensemble rare soil u-négligeable.

Démonstration -— Soient u une mesure positive normale, 4 un
ensemble rare, et montrons que u(4)=0. Les fonctions caracté-
ristiques des ensembles ouverts et fermés contenant A forment une
famille filtrante décroissante (f,);.; de fonctions continues, mino-
rées par la fonction 0. Soit f la borne inférieure continue des Sie
On a f(z)= 0 pour tout z € E, et f(x) <0 pour tout z extérieur & 4;
donc f(z)=0 sur un ensemble partout dense, et finalement f=0.
La borne inférieure des u(f) est done w(0)=0. D’on w(A)=0.

Réciproquement, soit u une mesure positive telle que tout en-
semble rare soit u-négligeable.  Soit (f)icr une famille filtrante
croissante majorée de fonctions numériques continues sur E, et soit
S sa borne supérieure continue. Soit f” Penveloppe supérieure des
Ji. On sait que w(f’) est la borne supérieure des u{f). D’autre
part, f’ différe de f seulement sur un ensemble maigre (n.° 1, b), done
u-négligeable. Done u(f) = u(f").

ProposiTioN 2 - Soit u une mesure positive normale sur E.
Soit f une fonction u-mesurable & valeurs dans ii,, Silresp. f5) sa régu-
larisée semi-continue inférieurement (resp. supérieurement), f1’ (resp. f3')
la régularisée semi-continue supérieurement (resp. inférieurement) de

fi (resp. fa). Les fonctions fi' et fy) sont continues. Les fonctions
Iy J1, o, 1Y fo' coincident sauf sur un ensemble p-négligeable.

Démonstration — On a vu au n°. 1, b, que f’ (resp. fo') est con-
tinue et coincide avec fi(resp. f) sauf sur un ensemble maigre, done
u-négligeable (prop. 1). Prouvons que f coincide avec f; et fy sauf
sur un ensemble u-négligeable. 11 existe une suite d’ensemble com-

pacts Ky, Ks,... tels que le complémentaire K de U,,K,,, soit u-négli-
geable, et tels que la restriction de f 3 chaque K, soit continue.
Soit K,' Vintérieur de K,, et K’ le complémentaire de UnKn'

Comme KnﬂcKn’ est rare, K’ est emcore u-négligeable (prop. 1)

D’autre part, on a évidemment f=f;=f, sur chaque K,’, ce qui
achéve la démonstration.

7 (Suw, Bras. Marn 1 - Fase, 11, 157 - 19517
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CoROLLAIRE — Soit u une mesure positive normale sur E. Soit A
un ensemble y-mesurable. A coincide, & un ensemble ;,c-néglzgeable

prés, avec som adherence A avec Dintérieur A. avec Dintérieur de A
et avec Uadhérence de A.,

ProrosiTioN 3 — Une mesure normale a un support ouverl et
fermé.

- Démonstration — Soient u une mesure positive normale, F son
support. F est fermé, lintérieur G de F est ouvert et fermé.
Ff\cG’ est rare, donc u-négligeable. Done CG est u-négligeable;

de sorte que FC G, et fi;mlement F=@. Le cas d’'une mesure com-
plexe est alors immédiat.

ProrositioN 4 — Dans lespace de Banach M(E) des mesures
complezxes sur E, Uensemble M'(E) des mesures normales est un sous-
-espace vectoriel fermé, ) -

Démonstration — Si u et » sont des mesures normales, u-+»
est normale. En effet, il suffit évidemment de prouver ceei pour
i et v réelles, Alors ut,u—»tp— (parties positives et négatives
de p et ») sont normales, done tout ensemble rare est négligeable
pour ces mesures, et & fortiori pour (u+»)* <pt+rt et (utv) <
<p =

Si p est normale, au est normale pour tout nombre complexe
@, comme on le voit aussitét & I'aide de ce qui précede.

Soit maintenant y, une suite de mesures normales tendant forte-
ment dans M(E) vers une mesure u. Prouvons que u est nor-
male. On sait que w,* tend fortement vers ut et u, vers y—. On
peut donc se limiter au cas oll g, et u sont positives. Soit 4 un
ensemble rare, et soit €>0. Pour n assez grand, |[u—pu.|l <e 11
existe un ensemble ouvert et fermé G DA tel que u,(@)<e. Alors,
u(@ <2. Donc p(Ad)=0: u est normale.

Les notions suivantes, et les résultats correspondants du n.° 3,
nous serviront dans un article sur les anneaux d’opérateurs. Les
notations sont adaptées & cet article. Soit Z ’ensemble des fone-
tions continues sur E & valeurs dans [0,+«]. Convenons une
fois pour toutes que 0.4 « =0.Sif€Z,f € Zetsi N\ est un nom-

8 (Suvm. Bras, Mara, II — Fasc. 11, 158 - 1951)
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bre =0, on sait définir f4-” € Z et \f € Z. On peut aussi définir le
produit ff’. Car z—f(z)f'(x) est une fonction semi-continue infé-
rieurement, done elle eoincide, sauf sur un ensemble maigre, avee
une fonction continue unique qu’on notera ff'. Les opérations
ainsi définies possédent les propriétés usuelles (cf. 'article annoncé
plus haut) et redonnent les opérations habituelles quand les fone-
tions considérées sont dans CT(E).

DeriniTioN 2 — On appellere pseudo-mesure sur E touie appli-
cation f de Z dans [0,+ o] telle que, st f € Z, f € Z et si N est un
nombre 20, on a Y+ =L+ LF) et YN =NY{f). Une
pseudo-mesure | sera dite normale, si, (f);er étant une famille fil-
trante croissante de fonctions de Z de borne supérieure f € Z, Y(f)
est la borne supérieure des Y(f,). Une pseudo-mesure i sera dite
fidéle st Y(f)=0 eniraine f=0. Une pseudo-mesure  sera dile
essentielle st, pour toute f € Z, f#0, il existe une g € Z, g<f, g0,
avee Y(g) <4 .

Luvve 1 — a) Soit u une mesure normale sur E. I application
F—ulf) de Z dans [0,4 =] est une pseudo-mesure  normale essen~
tielle, fidéle st ef seulement st le support de p est E, ¢t telle que
Y) <+ o pour f € CT(E).

by St  est une pseudo-mesure normale telle gue Y(1) <~ o,
il existe une mesure normale u et une seule telle que Y(f) = u(f) pour
fFEZ. On dire elors, por abus de langage, que  est une mesure
normale.

¢y Si (g&t)ie; est une famille de pseudo-mesures normales, Uappli-

cation f —»ZM WA, ow f € Z, est une pseudo-mesure normale.

Démonstration — Soit u une mesure normale sur H. L’appli-
cation f-u(f) de Z dans [0,+ =] est évidemment ume pseudo-
-mesure. Soit (fy);.r une famille filirante eroissante de fonctions
de Z, de borne supérieure f € Z. Soit j enveloppe supérieure des
£ On sait que u(f’) est la borne supérieure des u(f,). D’autre part,
f' coincide avec f sauf sur un ensemble maigre done u-négligeable.
Done u(f)=pu(f"), de sorte que la pseudo-mesure est normale. Les
autres affirmations de ¢ sont immédiates.

9 (Sum. Bras. Mara, I — Fage. 11 - 159 - 1951),
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Si ¢ est une pseudo-mesure normale telle que (1)< + o,
Papplication f— y(f) de CH(E) dans [0,+ o] est & valeurs finies
et est dvidemment une mesure normale u. Comme toute f € Z
est borne supérieure de la famille des fonctions de CT(E) majorées
par f, on a, d’aprés le résultat précédent, Y =ulf). Dot b.

Enfin, ¢ résulte d’'un raisonnement élémentaire.

3. Espaces hyperstoniens

Dermvition 3 — Un espace stonien B sera dit hyperstonien si les
anesures positives normales sur F oni des supports dont la réunion est
partout dense. Il sera dit de genre dénombrable si- toute famille d’en~
sembles ouverts el fermés non vides deux & deuzx disjoints est au plus
dénombrable.

ProposiTioN 5— Soit -E un espace hyperstonien, et soit (U;);er
une famille de mesures positives normales dont les supports ont une
réunion portoul dense. Pour guw'un ensemble soit rare, il faut et 7l
suffit qu’il soit négligeable pour toute u,.

Démonstration — La condition est nécessaire (prop. 1) .Suppe-
sons maintenant Qu’un ensemble 4 soit négligeable pour toute ..
11 en est de méme de A (cor. de la prop. 2). Si A contenait un en-
semble ouvert non vide (7, il existerait une u; dont le support ren-

contrerait 7, donc telle que yi(Z}Z u{@>0; d’ot contradiction.

COROLLAIRE — Dans un espace hyperstonien, tout ensemble mai-
gre est rare.

Aux n°s 5,6, 7 nous construirons: 1. des exemples d’espaces hy-
perstoniens; 2. des exemples d’espaces stoniens dans lesquels
existent des ensembles maigres non rares; 3. des exemples d’es-
paces stoniens non hyperstoniens dans lesquels tout ensemble
maigre est rare.

Provosition 6 — Soit B un espace hyperstonien, et soit (;);es
une famille de mesures positives normales, dont les supports ont une
réunion pariout dense. Soient § une fonclion & valeurs dans ﬁ, Me-
surable pour toule u,; fi(resp.fs) sa régularisée semi-continue infé-
rieurement (resp. supérieurement). La régularisée semi-continue su-
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périeurement i’ de f1 est continue et coincide avec la régularisée semsi-
conlinue inférievrement fo' de fo. Les fonctions f, f1, fa, i/ coincident
sauf sur un ensemble rare.

Démonstration — D’aprés la prop. 2, les fonetions f, fi, fa, fi/,
f2' coincident sauf sur un ensemble négligeable pour toute u,, done
rare (prop. 5): et fi/, fo’ sont continues,done, coincidant sauf sur un
ensemble rare, sont identiques.

CoroLrATRE — Avec les notations de la prop. 6, soit A un ensemble
mesurable powr toute w, L'intérieur de Uadhérence A de A est un

ensemble A’ ouvert ef fermé qui coincide avec Uadhérence de Uintérieur
[ o —
Ade 4. A, A’ A, A coincident & un ensemble rare pres.

Lemye 2 — Soit E un espace hyperstonien. Il existe une jomille
(Gier d’ensembles ouverts et fermés deur o deux disjoinis telle que:
1. La réunion des G, est partout dense dans E. 2. Pour tout i € I,
existe une mesure normele u, de support @,

Démonstration — Dans ensemble des mesures positives nor-
males non nulles sur E, considérons les parties dont les éléments
ont des supports disjoints deux & deux. Ordonnant 'ensemble de
ces parties par inclusion, on obtient évidemment un ensemble in-
ductif. Soit done (u,);er une telle partic maximale, et soit G, le
support de u; ouvert et fermé (prop. 3). La réunion des G, est
partout dense. Car, sinon, il existerait un ensemble G ouvert et
fermé non vide disjoint’ des @, et une mesure positive normale u
dont le support rencontrerait (7; la mesure UXxe#0 serait normale
(prop. 1) et son support serait disjoint des @ ; ce qui est 1mposs1ble
puisque la famille (u);.; est maximale.

Prorosition 7 -— Soit E un espace stonien.
a) Powr que E soit hyperstonien, il faul et il suffit qu’il existe sur
E des pseudo-mesures normales fidéles et essentielles.

b) Pour que E soit hyperstonien de genre dénombrable, il Sfout et
il suffit qu'il existe sur E des mesures normales de support E.

Démonstration — Soit E un espace hyperstonien. Soient (G,)ser
et (i)ier deux familles ayant les propriétés du lemme 2. Pour toute
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fE€Z, posons Y(f) =2 mlf). L'application f—y(f) de Z dans
[0,+ =] est une pseudo-mesure normale d’aprés le lemme 1, a et
e. 8i Y(f)=0 pour une f € Z, on a u(f)=0 pour tout ¢ € I, done
fl@)=0 pour z € @, done f(z)=0 sur un ensemble partout dense et
finalement f=0: { est fidele. Seit f € Z, f=0. Il existe un< €
et un © € @, tel que f(x)>0; on a f(y)= a pour un certain ¢>0 dans
un voisinage ouvert et fermé convenable V de z, et on peut supposer
VC Gy; alors, f= axy#0, et Ylaxy) =ap,(xy) <+ =: ¢ est essenti-
elle.

81 E est hyperstonien de genre dénombrable, la famille des G,
est au plus dénombrable. On peut alors choisir les u; de fagon que
ellpf <+, Alors, YO)=2allml<+eo de sorte que
/Iemme 1, a et b) y est une mesure normale de support E.

Réciproquement, soit i une pseudo-mesure normale fiddle essen-
tielle sur Vespace stonien E, et prouvens gue ¥ est hyperstonien.
Soit (uy)ier la famille des mesures normales sur FE, et soit G le
support de y,. Si la réunion des (; n'est pas partout dense, il
existe un ensemble ouvert et fermé non vide & disjoint des @,
Comme 1 est essentielle, il existe une fonetion g € Z, avec g <xg,
g#0, Y(g) <+ . IL’application f—y{fg) de Z dans [0,4 o] est
une pseudo-mesure normale ' (cf. démonstration de la prop. 8),
telle que '(1)=1y(g) <+ «: c¢’est donc une mesure norizale (lem-
me 1, b). Enfin, i est fidéle done ¢/(xe) = Y(xey) = ¥(g) > 0, done
le support de Y/ rencontre (: contradiction. ’

S1 de plus ¢ est une mesure normale, F est de genre dénombra-
ble. Car, si (G));r est une famille d’ensembles cuverts et fermés

non vides deux 4 deux disjoints, on a Z¢51¢(xgi)§¢(1)<+ w, et
1//()(%)>0 pour tout %, done I est au volus dénombrable.

REMARQUE — Dans le cas oll, sur un espace hyperstonien E,
existe une mesure positive normale pu de support E, les prop. 5 et 6
se simplifient: pour qu’un ensemble soit rare, il faut et il suffit qu’il
soit u-négligeable; une fonetion mesurable coincide, sauf sur un en-
semble rare, avec une fonction continue unique (facile A préeiser);
un ensemble u-mesurable coinecide, & un ensemble rare prés, avee
un ensemble cuvert et fermé unique.
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PropositioNn 8 — Soient B un espace hyperstonien, o une pseu-
do-mesure normale fidéle et essentielle sur H. Il exisie une correspon-
dance biunivoque enire les pseudo-mesures normales  sur E et les
g € Z. Celte correspondance est définie por la formule Y(f)=yo(fg)
o f € Z. De plus, ¥ est fidéle (resp. essentielle) si ef seulement si
g(@)>0 (resp. <+ ) sur un ensemble ouvert partout dense. Enfin,
W est une mesure (normale) si et seulement st Yolg) <+ .

Si E est de genre dénombrable, on peut supposer que Yo est
une mesure normale. Alors, la formule précédente sécrit ()=
= fof(@)g(x)do(z). La pseudo-mesure  est une mesure (nor-
male) si el seulement si g est o -sommable. '

Démonstration — Soit ¢ € Z. L’application ¢ définie par Y(f)=
=o(fg) est évidemment une pseudo-mesure sur H. Soit (f)ser
une famille filtrante croissante d’éléments de Z, de borne supérieure
f€Z Les fg forment une famille filtrante croissante majorée par
7g, et, comme f est enveloppe supérieure des f; sauf sur un ensem-
ble rare, f(x)g(x) est I'enveloppe supérieure des f,g sauf sur un en-
semble rare, done fg est la borne supérieure des f, g, de sorte que
Lolfg) est la borne supérieure des yo(f; ¢): ¢ est normale. La cor-
respondance g—1 est biunivoque. Car, si g##¢’, on a par exemple
g(z)>¢'(x) dans un certain ensemble ouvert et fermé non vide 4.
La fonetion continue g’ est finie, domc bornée, sur 4. D’autre
part, comme ¢, est essentielle, il existe une k € Z, avec h<Xu,

R0, Yo(h) <+ «; comme A0, hmajore un nombre strictement
positif sur un certain ensemble A’ ouvert et fermé non vide contenu
dans A4, et on a aussitdt Yolxs’) <+ «; d’olt, comme g’ est bornée
sur A, Yolxa'g)<+e. Enfin, on a g(x)>¢'(x) sur A’, donc il
existe une fonction k € Z, k0, telle que xag=xa¢ -+k; d'ou
Polxarg) = Yo(xag")+o(k); comme Po(k)=0 (car Yo est fidele) et
Yolxarg) <-+ o, on en déduit: PYo(xa’g) > Yolxa’g")-

Si g(x)>0 sur un ensemble ouvert partout dense, ¢ est fidole:
car, 8i f € Z, f#0, on a fg#0, done, Yo(fg)##0. Réeciproquement,
si g(z) =0 sur un ensemble ouvert et fermé non vide 4, on a Y(x4)=
=yYo(0)=0, et ¢ est non fidele.

Si glz) <4 o sur un ensemble ouvert partout dense, ¢ est
essentielle; car, si f € Z, /540, il existe un ensemble ouvert et fermé
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non vide A4 tel que fya¥0 et gla) <M <+ o pour z & A, Soit
' <fxa f'#0, telle que Yolf') <+ o (on utilise le fait que Yo est
essentielle); on a: Y(f") = o(f'g) <Yolf/M) <+ =; donc ¥ est essen-
tielle. Réeciproquement, si g(x)=- = sur un ensemble ocuvert ct
fermé non vide A, pour toute fonction f70 de Z majorée par ¥,
on a f=axp, avec un certain a>0 et un certain ensemble ouvert
et fermé non vide BC A, done Y(f) = Yo(fg) = adulxsg) =a.(+ «).
o(xp) =4 o car Polxp) >0 (puisque o est fidele): ¢ n'est
pas essentielle.

Enfin, partons d’une pseudo-mesure normale guelcongque .
Considérons les familles (G,),er d’ensembles ouverts et fermés non
vides, deux & deux disjoints, tels que Y{xe) <+ = et Yolxe) <
<+ o pour tout ¢ € I. Soit une telle famille maximale que nous
notons encore (@,),;r . Soient & la réunion des G, et Gy Pintérieur,
ouvert et fermé, de BG. Soit f € Z. 81 f(z)>0 pour un z € Gy,

on a Y(f) =+ w: en effet, on & f(x)= >0 sur un ensemble 4 ouvert
et fermé non vide contenu dans Gg; supposons Y(xa) <+ «; soif
J" une fonction non nulle de Z telle que f' <y, et Y(f) <+ = (on
utilise le fait que Yy est essentielle): on a f(x)= ¢« >0 sur un en-
semble B ouvert et fermé non vide contenu dans 4; alors, xp<
<o/, done Yolxr) <+ o; et Y(xp) <+ o puisque BCA; ceci
est absurde puisque la famille (G,);; est maximale; done Y(x4) =
=+ et par suite Y(f) = a Y(ya) =+ .

Ceci établi, poscns, pour f € Z: uy(N)=vyp(fxe) et pif) =
=(fxqe). D’aprés le début du raisonnement et le lemme 1,5,
W' et u’ sont des mesures normales; le support de wly est G, Soit
A un ensemble u-négligeable; A MG, est rare, done u'-négligeable,
done 4 est p-négligeable. D’aprés le théoréme de Lebesgue-Ni-
kodym, il existe une fonction positive u'y-sommable ¢, telle que
Y(fxe) =1(f )=w'olg/f) =o(9/fxe;). La fonction g, est u'p-me-
surable, et peut étre supposée nulle hors de G, dongc elle ¢oincide,
sauf sur un ensemble rare, avec une fonction g; € Z, nulle hors de
G, et on a encore: Y(fxa)=vo(fg,). Soit g la fonction de Z
égale & g, sur G, et & + o sur Gy (n.° 1, 5). On va voir que (f) =
=Yo(fg) pour f ¢ Z. ‘
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Si f(z)>0 pour un x € Gy, on a vu que Y(f)=- o; d'autre
part, fg(x) = + o sur un ensemble ouvert non vide, done Y(fg) = + <
parce que ¥, est fidéle. On peut done supposer désormais f(z) =0
pour ¢ € Gy Les fonctions ZileX(;i (resp. > cerfg) ot J parcourt
I'ensemble des parties finies de 7, forment un ensemble filtrant
croissant dont la borne supérieure continue est f (resp. fg). Donc

W) (resp. Yo(fg)) est la borne supérieure de z,lz(zie,fxgi) (resp.
Yo(2ierfg). On a done: Y(f)=o(fg).

4. Décompositions des espaces stoniens

Prorosition @ - Soit E un espace stonien. Il existe une par-
tition de E et une seule en irois ensembles ouverts of fermés Ey, Eq, Es,
qui sont des espaces stondens possédant les propriéiés suwivantes:

a) Dans Ey, il exisie un ensemble maigre partout dense; aucune
mesure n’est normale, sauf la mesure 0.

b) E, est hyperstonien.

¢) Dans Hs, toul ensemble maigre est rare; loule mesure est de
support rare (done non normale, souf si elle est nulle).

Démonstration — Considérons Pensemble des parties ouvertes
de E dans lesquelles existent des ensembles maigres partout denses.
Dans cet ensemble, considérons les sous-ensembles dont les éléments
sont deux & deux disjoints. Soit, gréce au thécréme de Zorn,
(G)ier un tel sous ensemble maximal. Soit 4}, A2, ... une suite
d’ensembles rares dont la réunion est partout dense dans G, Soit
A=Ue; A" 1l est classique que A" est rare; la réunion A des A"
est un ensemble maigre partout dense dans la réunion @ des &,
done aussi dans Padhérence F; de G qui est un ensemble ouvet et
fermé.

- Dans le complémentaire E;’ de Ei, tout ensemble maigre est rare.
Car ¢'il existait un ouvert non vide contenu dans ;" dans lequel
un ensemble maigre soit partout dense, Ia famille (G}, ne serait
pas maximale.

15 (Sum. Bras. Mara, IT — Fase. 11, 165 - 1951)



J. DIXMIER

Soit u une mesure positive normale de support contenu dans
Ey. A, qui est maigre, est u-négligeable, donc aussi son adhérence
#y (prop. 2). Done u=0.

Soit (ug)eex la famille des mesures positives normales sur K.
Soient F,C E,’ le support de y,, F la réunion des F,, E.C E,’ 'adhé-
rence de F, qui est ouverte et fermée. Il est évident que FE, est
hyperstonien. ‘

Soit enfin E3=E1’f\cE2. Dans E;C Ey’, tout ensemble maigre

est rare. D’autre part, par construction de FE,, il n’existe aucune
mesure normale sur F3 (sauf la mesure 0). Soit alors » une mesure
positive sur Hs. Soit @ la borne supérieure des p-mesures des en-
sembles rares.” Il existe une suite Bi, Bs,... d’ensembles rares de
By tels que »(B,)—a. La réunion B des B, est rare, done v(E)ga;
mais v(%’)Z v(B,), done V(§)=a. On va montrer que le support
de » est contenu dans B. Soit en effet GC E3 un ensemble cuvert
et fermé digjoint de E, et montrons que »(G)=0. 8i C est un en-

semble rare contenu dans G, BUC est rare, done v(l?UC)Sa, d’ott
»(C)=0; la restriction de v & G définit done une mesure normale,
ce qui, on I'a vu plus haut, entraine que cette restriction est nulle.

Reste & prouver 'unicité de la décomposition de la prop. 9. Soient
B* E5*, Es* une partition de £ en ensembles ouverts et fermés ayant
les propriétés indiquées pour ¥, K, E3 dans la proposition. Dans
E*M\(Ey\U E3), il existe un ensemble maigre partout dense, donc
E*CE,. E;* est hyperstonien, done, par définition des espaces
hyperstoniens et par construction de Ky, Ex*C E,. Enfin, on voit
aisément que E3*ME; et E3*ME, sont vides, d’olt Es*C E;. Par con-
séquent, B F=F, pour i=1, 2, 3.

ProrositioNn 10 — Soit E un espace hyperstonien. Il existe une
famille (E));.; de parties ouveries et fermées de E, deux o deux dis-
Jjointes, dont la réunion est partout dense, et telles que chaque E; est un
espace hyperstonien de genre dénombrable.

Démonstration — (’est une conséquence immédiate du lemme 2
et de la prop. 7.
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REMARQUE — La prop. 10 fournit une nouvelle condition néces-
saire, purement topologique, pour qu’un espace stonien soit hyper-
stonien. '

5. Premier exemple d’espaces hyperstoniens

Soit R un espace localement compact, u une mesure positive sur k.
Soit L*(R,u) 'ensemble des fonctions u-mesurables et bornées & va-
leurs complexes, dans lequel on identifie deux fonctions égales, sauf
sur un ensemble localement négligeable. $i f € L*(R,u), désignons
par ||f]| 1a borne supérieure essentielle de f, ¢’est-a-dire le plus petit
pombre a tel que l’ensemble des 2 € E pour lesquels |f(z)>a
soit localement négligeable. Définissons d’autre part une snvo-
lution dans L®(R,u) en faisant correspondre & toute f & L*(B,m)
la fonction complexe conjuguée. On obtient alors une algébre
normée commutative avee unité, munie d’une involution, du type
considéré au n.° 1,a. Les éléments positifs de Palgebre ne sont
autres que les fonctions positives en chaque point sauf sur un en-
semble localement négligeable.

Le lemme qui suit est essentiellement connu.

LemMe 3 —a) Toute famille majorée de fonctions réelles dans
L¥(R,u) admei une borne supérieure.

b) Soit (f).,er une famille filirante croissante majorée dans
L°(R,u). Pour que f € L®(R,u) soit la borne supérieure des f; dans
L2 (R,w), il fautl et il suffit que, pour toute fonction g positive u-som-
mable, u(fg) soit la borne supérieure des u(fg). o

¢) Soit f une fonction semi-continue inférieurement et bornée,
et (fier lo famille des fonctions continues nulles hors d'un compact
et majorées en tout point par f. La fonction f est la borne supérieure
des f; au sens de L*(R,u).

d) Soit f € L°(R,u) et soit (f;),er la famille des fonctions semi-
continues inférieurement bornées qui magorent f en tout point. La
fonction f est la borne inférieure des f; au sens de L%(R,u).

Démonstration — Soit (f);; une famille filtrante croissante ma-
jorée dans L”(R,u). Pour toute fonction g positive u-sommable,
les nombres uff,g) ont une borne supérieure finie, soit ¢(g). Si
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g © LY(R,u) est quelconque, de la forme g;—gs, avee g; et go positi-
ves et u-sommables, posons ¢(g) = o(g1) — ¢(g2). Il est immédiat qu’on
définit sans ambiguité une forme linéaire continue sur L'(R,u), done
‘une f € L7(R,u) telle que ¢(g) = u(fg). On a w((f—F)g)= 0 pour tout
i € I et toute g positive u-sommable, done f=f, sauf sur un en-
semble localement négligeable. D’autre part, si f/=f, pour tout
i € I au sens de L°(R,u), on a u(f'g)= o(g) pour toute g positive
u-sommable, done u((f'—7)g)=0; donc j'=f au sens de L*(R,u).
Ainsi on a démontré 4 la fois le a et le b du lemme.

Maintenant, soit f une fonction semi-continue inférieurement.
bornée et (f,);er la famille des fonetions continues nulles hors d’un
compact majorées en tout point par f. ~Soit f/CL®(R,u), et sup-
posons que f'(z) <f(z) pour tous les z d’un ensemble non localement

négligeable. On a alors f'(x) < f(x) - %—, pour un entier n, et pour

tous les x d’un ensemble compact K non négligeable; en diminuant
au besoin K, on peut supposer de plus que f et j sont continues
sur K; alors, pour tout y € K existe un voisinage V, de y et une
fonction continue g,, majorée par f, telle que g,(x)>f'(z) sur V,NK;
recouvrant K par un nombre fini de V,, et prenant 'enveloppe supé-
rieure des g, correspondante, on a une fonction continue majorée
par f et majorant strictement f* sur K. Donec ' nc majore pas les
f, au sens de LZ(R,u), et on a prouvé le ¢ du lemme.

Enfin, soit f € L(R,u) et soit (f,);er la famille des fonctions se-
mi-continues bornées qui majorent f en tout point. Soit JeL®(R,u
et supposons f/(z)>f(x) pour tous les x d’un ensemble non
localement négligeable: Raisonnant comme précédemment, on dé-
termine un compact K non négligeable sur lequel f et f/ sont con-
tinues tel que f'(z)>f(z) pour x € K. La fonction f égale &4 f sur
K et 4 une constante suffisamment grande sur EK, est semi-conti-

nue inférieurement, majore f en tout point, et ne majore pas f’ au
sens de L®(R,u).

Nous allons étudier le speetre de L”(R,u). La connexion avec
[3] est done ici particulitrement étroite.
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Tutortmn 1. -— Soit B un espace hyperstonien. Il existe un es-
pace localement compoct R, une mesure positive u sur R, tels que le
spectre de L”(R,u) soit B,

Réciproquement, soient R un espace localement compact, u une
mesure positive sur R.  Le specire E de LT(R,u) est hypersionien.
Les mesures normales sur B définissent des formes Ilinéaires sur
LP(R,u) qui ne sont autres que les formes f— [fodu, on g € LYR,u). .

Démonstration — Soit £ un ecspace hyperstonien. Il existe
(lemme 2) une famille (E,);.; de parties ouvertes et fermées deux
4 deux disjointes de F, dont la réunion R est partout dense dans
£, et telles que ,pour tout ¢ € I, existe une mesure positive normale
u; de support B, R est localement compact. Toute partie com-
pacte de R, étant recouverte par la réunion des E,, est contenue
dans la réunion d’un nombre fini de E,. Soit f une fonetion numé-
rigue continue définie sur R, nulle en dehors d’une partie com-
pacte de E; f se prolonge 4 F d’une maniére unique en une fonction

continue f/; on a f(x)=0 pour z ¢ GR. La somme Y ;.r w(f") n’a
qu’un nombre fini de termes non nuls, done a un sens, et Pappli-

cation f—2 s p(f") définit évidemment une mesure positive sur R.
Considérons Palgébre L”(R,u). Nous allons voir qu’elle est iso-
morphe (en tant qu’algtbre normée & involution) & {algdbre C(E)
des fonetions continues & valeurs complexes sur £. A toute fonetion
¢ € C(B), faisons correspondre sa restriction ¢ & R, qui est dans
LT(R,u). L’application ¢ est évidemment un homomorphisme
de C(E) dans L°(R,u), compatible avec les involutions. D’autre
part lloll=ll@ll. En effet, loll<||¢]l est évident; en outre, si a <
<llgll, on a |o@)|>a sur un ouvert non vide @; pour un 7 € I,
GNE, est non vide done w(GNE,)=u,(GNE)#0; donc a<|lp|| et
finalement |||l =]/p|l. Reste & montrer que I’application ¢—g
applique C(E) sur L%(R,u). Or, soit ¢ € L”(R,u). Prolongeons
Y A E en une fonetion ¢/ en posant /(z)=0 pour z € CR. La

fonetion Y/ est mesurable pour toute u,(en effet, la restriction de
Y, donec de ¢/, & B, est évidemment mesurable pour u, et le
complémentaire de F; dans F est y,-négligeable), donc (prop. 6)
Y’ coincide, sauf sur un ensemble rare, avec une fonction continue
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@; @ coincide avee i sauf sur un ensemble 4 rare dans R; linter-
section de A avee tout E,, donc avec tout compact de R, est né-
gligeable pour toute u, done pour u, de scrte que 4 est localement
négligeable pour u; on a done Y=¢ au sens de L™(R,u).

Maintenant, considérons un espace localement compact R et
une mesure positive y sur B. D’apres le lemme 3, a, le spectre &
de L%(R,u) est stonien. De plus, d’aprés le lemme 3, b, pour toute
g € LYR,u), Dapplication f—u(fg) définit une forme linéaire sur
L7 (R,u) & laquelle correspond sur EF une mesure normale. Si E
n’était pas hyperstonien, il existerait une fonetion non nulle de C(E),
d’intégrale nulle pour toute mesure normale. Autrement dit, il
existerait une f & L®(R,u), f#0, telle que u(fg)=0 pour toute
g € LXR,u). Or ceci est impossible.

Il reste & prouver ceci: soit i une forme linéaire positive sur
L®(R,u), telle que, sif est la borne supérieure dans L”(R,u) dune
famille filtrante croissante (f;);r , ¥(f) est la borne supérieure des
Y(f,); alers, il existe une fonetion ¢ € LY(R,u) telle que (1) = ulfg).
Or, la restriction de ¢ & l'ensemble des fonctions continues nulles
hors d’un compact définit une mesure positive » sur R. Si f est
positive semi-continue inférieurement et bornée et si (fy);er est la
famille des fonctions positives continues nulles hors d’un compact
majorées en tout point par f, on sait que »(f) est la borne supé-
rieure des »(f). D’autre part, Y(f) est la borne supérieure des
Y(f), d’apres le lemme 3, ¢ et d’aprés hypothése faite sur ¢; done
Y()=v{f). Si enfin f est une fonection positive queleconque de
LP(R,u), et i (f);er est la famille des fonections semi-continues
inférieurement bornées majorant f en tout point, on sait que I'in-
tégrale supérieure »*(f) de f pour » est la borne inférieure des »(f);
~d’autre part, (f) est la borne inférieure des (f,), d’aprés le lemme
3, d et d’aprés Uhypothése faite sur ; donce ¢(f)=v*(). En par-
ticulier, si f positive est localement négligeable pour u, on a (/) =0,
done v*(f)=0: f est v-négligeable. D’aprés le théoréme de Lebes-
gue-Nikodym, il existe une fonction ¢ positive localement sem-
mable pour pu, telle que v=gu. Comme de plus gu(l)=r(1)=
=y(1)<+ o, ¢ est u-sommable. Finalement, toute f & L(R,u)
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est p-mesurable et méme p-sommable, de sorte que gu(f)=»{f)=
=p*(f) =y(f): le théordme est démontré.

CoroLLAIRE — Soit E un espace hyperstonien. I’ espace de Banach
C(E) est le dual de Uespace de Banach M'(E) des mesur es normales
sur E (ef. n.°o 1, ¢ et prop. 4).

Démonstration — Il existe un isomorphisme & de l'espace de
Banach C(E) sur un espace de Banach L°(R,u), ot R est un espace
localement compact et u une mesure positive sur R. Le transposé
'Y de & est un isomorphisme du dual de L*(R,u) sur le dual M(E)
de C(E); 'S~ applique le sous-espace M'(E) des mesures normales
sur E sur un sous-espace du dual de L"(R,u), qui, d’apres le th. 1,
¢’identifie canoniquement & LYR,u). Or L®(R,u) est le dual de
LYR,u), ce qui achdve la démonstration.

Prorosition 11 — Soient B un espace localement compact, u une
mesure positive sur R.  Pour que le spectre B de L®(R,u) sott de
genre dénombrable, il faul et il suffit que R soit, @ un ensemble locale-
ment négligeable prés, réunion d’'une infinité dénombrable d’ensem-
bles de mesure finie.

Démonstration — Si F est de genre dénombrable, il existe une
mesure positive normale de support E. Il lui correspond (th. 1)
une fonction positive u-sommable g, qui posséde la propriété sui-
vante: si une fonction positive f € L°(R,u) est telle que u(fg)=0,
f est nulle, sauf sur un ensemble localement négligeable. Seit 4,

Pensemble des = € R tels que g(z) 2 1 . Comme g est ,u—sommable,‘
” )

A, est de p-mesure finie. Soit f la fonetion caractéristique du com-
plémentaire B de {J,4,. On a g(z)=0 sur B, donc u(fg)=0, donc

B est localement négligeable. Réciproquement, supposons qu’il existe
une suite d’ensembles 43, A,, ... de y~-mesure finie, telle que le com-

plémentaire B de UnAn soit localement négligeable. On peut sup-
poser les A, disjoints. Posant g(x)=a,>0 pour z € A, et g(z)=0
pour z € B, on peut choisir les a, de telle sorte que g soit p-som-
mable. La fonction g définit une mesure positive normale sur £ dont
le support est E: en effef, si une fonetion positive f € LY(R,u) est
telle que u(fg) =0, on a f(x)=0 pour & € 4,, sauf sur un ensemble
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u-négligeable, done f(z)=0 sauf sur un ensemble localement né-
gligeable.

6. Deuxiéme exemple d’espaces hyperstoniens

Tuorime 2 — Soit B un espace hyperstonien. Il existe un es-
pace hilbertien H ¢t une algébre autoadjointe commutative faiblement
Jermée U d’opérateurs sur H lelle que le spectre de N soit E.

Réciproguement, st U est une algébre autoadjointe commutative fasble-
ment fermée d’opérateurs sur un espace hilbertien H, son spectre F est
hyperstonien. Les mesures normales sur B définissent des formes

K
linéaires sur N qui ne sont auires que les formes A — Z <Az, y:>

=1
(0% @1, Y1, ...p T, Yn sont des vecteurs fives de H) et les limites de
ces formes suivant la norme dans Uespace dual de 9.

Ajourt EN EPREUVES: par un raisonnement plus simple, R. Pallu
de la Barriere a obtenu un résultat plus préeis, & savoir que
toute mesure normale correspond & une forme linéaire A—<Ax,y>.

Démonstration — Soit E un espace hyperstonien, et supposons-
le d’abord de genre dénombrable. Soit u une mesure positive nor-
male de support E. Soit H lespace hilbertien des fonctions de
carré sommable pour u. A toute f ¢ C(F), faisons correspondre
Vopérateur borné A; sur H défini par A;(h)=fh . On définit ainsi
une application f—A; de C(Z) sur une algdbre autoadjointe commu-
tative 9 d’opérateurs bornés de H. 11 est immédiat que cette appli-
cation est un homomorphisme d’algébres compatible avee les involu-
tions, et on vérifie aussitot que ||4,]|=]/f|. Nous allons prouver
que 9 est identique & ensemble ¥’ (faiblement fermé) des opéra-
teurs qui permutent avec ceux de %. Comme 9 est commutative,
ACA'. Soit maintenant A’ € ', et soit ¢=A'(1). Toute f€ C(E)
est dans H, et on a A'()=A’A[1)=A;A'(1)=A;p=¢f. On en
déduit d’abord que ¢ € L®(E,u). Fn effet, supposons |¢(z)|=a
sur un ensemble B non u-négligeable. B contient des ensembles
fermés non u-négligeables, donc des ensembles ouverts et fermés
non vides; soit B’ un tel ensemble. D’aprés ce qui préedde,
4Gl =l xpllZ allxsll. On voit done que ¢ € L(R,uw),
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et par suite (prop. 6) ¢ coincide, sauf sur un ensemble u-négligeable,
avec une fonetion continue ¢’. On a: A'=A4, € A

Soit maintenant ¥ un espace hyperstonien queleconque, et soit
{E);er une famille de parties ouvertes et fermées, deux & deux dis-
jointes, dont chacune est de genre dénombrable, et dont la réunion
est partout dense (prop. 10) .Pour tout 7 € I, soient H, un espace
hilbertien, ¥; une algébre autoadjeinte commutative d’opérateurs
dans H,, telle que 3, =9/, et telle que le spectre de ; soit B, Soit
H Vespace hilbertien somme directe orthogonale des H,, et iden-
tifions les H, & des sous-espaces de H. Pour toute f € C(&), soient
f; la restriction de f & E,, et A/; ’élément correspondant de 2. 1I
existe un opérateur linéaire borné A’ et un seul dans H dont la res-
trietion & H, soit A/, pour tout 7. I’application f—A’ est, on le
voit aussitdt, un isomerphisme d’algébres normées compatible avee
les involutions. Montrons enfin que l'image % de C(E) par cet
isomorphisme est faiblement fermée, et pour cela que 9 coincide
avec 'ensemble ¥’ des opérateurs de H qui permutent avee ceux
de . HUC Y est immédiat. Soit 4’ € Y’. Parmi les opérateurs
de ¥ se trouvent les projecteurs sur les H,, qui correspondent aux
fonetions caractéristiques des K, Donc A4’ est réduit par les I,
Soit A’. la partie induite par A’ dans H, A’, permute avec les
opérateurs de ¥, done est dans ¥, done correspond & une fonction
continue f, sur ¥. Ft il existe une f € C(E) dont les restrictions

3

aux E, soient les f, (n.° 1, b), telle par suite que 4’=A4/.

Réciproquement, soit 9 une algdbre autoadjointe commutative
faiblement fermée d’opérateurs sur un espace hilbertien H. 11
est bien connu que toute famille (A4,);.r majorée filtrante crois-
sante d’opérateurs hermitiens de 9 admet une borne supérieure A
dans . De plus, si © € H,<Az, 2> estla borne supérieure des
<A, z>. Il en résulte d’abord que le spectre E de A est stonien.
De plus, les formes linéaires positives A — <Az, x> sur ¥ défi-
nissent des mesures positives normales sur K. Ceci entraine que
E est hyperstonien. Car soit G une partie non vide, cuverte et
fermée, de K. Sa fonction caractéristique, continue, correspond &
un projecteur B0 de 9. Soit zo € H, tel que <Hazo,xo> #0. La
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forme ‘4;><Aa:0,xo> définit une mesure positive normale y sur E
telle que w(@)5%0; done le support de u n’est pas disjoint de G.

Il reste & achever la détermination des mesures normales sur E,
ou plutdt des formes lindaires correspondantes sur %. D’aprds ce

n
qui préedde, les formes A — Z <Az, y,> (ol z1, Y1, ..., Ty, Yo SO0

1=1
des vecteurs fixes de H) sont de telles formes, ainsi par conséquent
que les limites de ces formes suivant la norme dans 'espace %* dual
de . Dans % nous obtenons ainsi un sous-espace vectoriel fer-
mé V, contenu dans le sous-espace V' de toutes les formes qui cor-
respondent aux mesures normales. Il g’agit de prouver que V=V".
Or U est le dual de V' d’aprés le corollaire du th. 1, et le dual de
V daprésle neo 1, d. Dot le résultat annoncé, d’aprés len.e 1, ¢.

ProrosiTioNn 12 — Soit A une algébre aufoadjointe commutaiive
faiblement fermée dans un espace hilbertien H. Pour que le specire
E de ¥ soit de genre dénombrable, il faut et il suffit que toute famille
de projecteurs non nuls deux & deux orthogonaux de W soit au plus
dénombrable. Cette condition est en particulier toujours remplie quand
H est séparable. '

T.a démonstration est immédidte puisque les projecteurs de ¥,
opérateurs idempotents, correspondent aux fonctions caractéris-
tiques des parties ouvertes et fermées de F.

Prorosition 13 — Soit A une algébre autoadjointe commulative
farblement fermée dans un espace hilbertien H. Soit C un ensemble
de vecteurs de H tel que, pour tout projecteur non nul B de 9 exisle
un & € C avec BExs£0. Les formes linéaires A — <Az,x> sur 4,
o v & C, définissent des mesures normales sur le specire B de A dont
les supports ont une réunion partout dense. Si E est de genre dénom-
brable, on peut supposer C réduit & un seul vecteur.(*)

Démonstration — La premiere partie de la proposition résulte
de la démonstration du th. 2. Soit maintenant ¥ un vecteur non
nul de H. Considérons les projecteurs B de ¥ tels que Ey=0,

(4) JTres vésultats voisins sont signalés dans [9] quand H est séparable. Il est aussi fait al-
lusion & des relations entre les algdbres de fonctions bornées et lss algdbres d‘opera{eurs qui sont
certainement en rapport étroit avec le present travail. AJOUTE EN EPREUVES: of 1. E. Segal,
Equivalence of measure spaces, American Journal of Mathematics vol. 73 (1951), pp. 275-313; De-
compasitions of operator algebras, II, Memoirs of the American Mathematical Society no. @ (1951).
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soient E’, leur borne supérieure et E,=1-—-%,. On a E,#0, et, pour
tout projecteur non nul E € ¥ tel que E<E, on a <Ey, y> 0.
Considérons les familles de vecteurs y non nuls de H tels que les
projecteurs E, correspondants soient deux & deux orthogonaux, eb
g0it {#;);er une telle famille maximale. Pour tout projecteur E€ ¥
non nul, on a Ez;0 pour un ¢ au moins: sinen, soit y € H, y540,
tel que Ey=y. E, pourrait étre ajouté aux E,; qui ne formeraient
pas une famille maximale. 8i E est de genre dénombrable, T est
au plus dénombrable. Soit alors (a;);.; une famille de nombres
>0 tels que i a’< 4o, et soit z =2 i 10:%;. Pour tout projecteur
E € %, on a EE;0 pour un ¢ € I, done <Ez,2>2Z <Eaz,02,> =
=07 <EEg,r,>#0. On peut donc prendre ’ensemble € réduit
au veeteur z. ‘

7. Exemples d’espaces stoniens non hyperstoniens

LemME 4 — Soit E un espace de Hausdorff. Soit [ une fonction
numérique bornée (°) semi-continue inférieurement sur E. Soit f' la
régularisée semi-continue supérieurement de f. On a f(z)=f"(z) sauf
‘sur un ensemble maigre.

Démonstration — Soit A (resp. 4,) ensemble des 2 € E tels que
F@—f@>0 (resp. f'@)—f(z) = %71;— ). On a: A=U.4, , et on

va voir que chaque A, est rare. D’abord A4, est fermé parce que
f'—f est semi-continue supérieurement. D’autre part, supposons
que A, contienne un ensemble ouvert non vide &. Soit M la borne

. 1
supérieure de f sur G. Soit 2o un point de G tel que flxe)> M — Wi

on a évidemment f'(x,) —~f(a;0)<m d’olt absurdité.

Derinirion 4 — Considérons les familles § de- fonctions numé-
rigues bornées sur E, possédant les propriéiés suivantes.

a) § contient les fonctzons semz-contmues (inférieurement ow
supérieurement) bornées. : ‘

(5) Sif n'est pas bornée, le lemme est encore exact, car il suffit de considérer 1a fonctio:}
Arc tgf, mais nous nous limiterons, ici et dans la suite, au cas des fonections bornées.
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‘b) 8t f1, fa, ... est une suite de fonctions de § convergeant en tout
point vers une fonction bornée f, on a f € F.

La plus petite de ces familles § sera appelée la famile des SJonctions
boréliennes bornées sur E, et sera noté B(E) (5).

Lemue 5 — Toute fonction borélienne bornée sur E coincide, souf
sur un ensemble maigre, avec une fonction semi-continue inférieu-
rement (7).

Démonstration — Soit §’ la famille des fonctions bornées qui
coincident, sauf sur un ensemble maigre, avee une fonction semi-
continue inférieurement. &’ contient les fonetions semi-continues,
inférieurement ou supérieurement (lemme 4). Soit maintenant fiy
f2,... une suite de fonctions de §' convergeant en tout point vers une
fonction bornée f. On va prouver que f € &’ (ce qui entrainera
& DB(E)). Soient gn=sup (fu,fn+1,.. )1 €t Gnyp =8Up (fa, fut1,0s fats):
La fonction g, est la limite de la suite eroissante des Jusp b la fone-
tion f est Ia limite de la suite décroissante des g,. Soit ¢’ nyp une fone-
tion semi-continue inférieurement qui coincide avec Gnyp Sauf sur un
ensemble maigre. Pour n fixe, on peut évidemment supposer que la
suite g',,, est croissante; elle a alors une limite semi-continue infé-
rieurement qui coincide avec g, sauf sur un ensemble maigre. Il
en résulte (lemme 4) que g, coincide sauf sur un ensemble maigre
avec une fonction semi-continue supérieurement ¢’,, et on peut
évidemment supposer que la suite ¢, est décroissante. Done I
coincide sauf sur un ensemble maigre, avec une fonctlon semi-con-
tinue supérieurement.

Désormais, nous identifions dans B(E) deux fonctions qui coin-
cident sauf sur un ensemble maigre. L’ensemble quotient sera
encore noté B(E) par abus de langage. Cet ensemble est muni
d'une structure évidente d’algébre normée compléte commutative

(6) Ceite définition différe légérement de la définition usuelle. Fn effet, les fonctions semi~
continues, prises ici pour point de départ, ne sont pas toujours boréliennes au sens usuel. Ceci
n’a d'ailleurs aucune importance pour la suite. Mais il nous a paru préférable de donner une
définition des fonctions boréliennes qui soit telle que les fonetions caractéristiques des ensembles
ouverts ou fermés soient boréliennes.

(7) 11 résulte du lemame 4 que, pour toute fonction borélienne f, il existe un ensemble maigre
4 tel que la restriction de f au complémentaire de A4 soit contmue
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& involution, du type considéré au n.° 1. La relation d’ordre corres-
pondante est la relation d’ordre usuelle entre fonetions. ‘

Lemme 6 — Dans B(E), toute famille magjorée admet une borne
supérieure.

Démonstration — Soit (f));er une famille majorée de fonctions
boréliennes.  Soit (f/);r une famille de fonctions semi-continues
inférieurement telles que f;/ =f; sauf sur un ensemble maigre.  Soit
J V'enveloppe supérieure, semi-continue inférieurement, des /. On
a f2f, sauf sur un ensemble maigre, pour tout 7. D’autre part,
soit g une fonction borélienne bornée telle que g=f; sauf sur un en-
semble maigre, pour tout 5. On va prouver, ce qui établira le lemme,
que g2 f sauf sur un ensemble maigre. On peut supposer que g est
semi-continue supérieurement, et on a g= f sauf sur un ensemble
maigre pour tout <. Soit § 'ensemble des z tels que g(z) <f(z). Con-
sidérons une famille maximale (G,),.s4 d’ensembles ouverts non
vides de F deux & deux disjoints tels que SMG, soit maigre pour

tout « € A. Prouvons que G=|J,..G, est partout dense. Si ¢

n’était pas partout dense, il existerait un ensemble ouvert non vide
G’ CE disjoint de tous les G,. On a: @ M8~ ¢ (sinon, on pour-
‘rait ajouter @ A la famille (Go)). Soit done ze@’NS. On a
g(wo) <f(xo), done g(xo) <f/(zo) pour un certain 7. Comme g est
semi-continue supérieurement et Ji semi-continue inférieurement, on
a encore g(z) <f/(x) pour z € G”, o0 G’ est un voisinage ouvert de
zo contenu dans G'. Done G est maigre, et on peut ajouter G’ 3

la famille (G,), ce qui est absurde. Ceei posé, CG est rare, ef, A
fortiori, S(’\BG est rare. Enfin, SN@G est la réunion des ensembles

maigres SMG, contenus dans des ensembles ouverts deux 3 deux
disjoints, donec SNG est maigre (cf. démonstration de la prop. 9).

THEORZME 3 — Soit B un espace stomien. Il existe un espace de
Hausdorff R tel que le spectre de B(R) soit E.

Réciproquement, si R est un espace de Hausdorff, le spectre de B(R)
est un espace stonien.

Démonstration— Soit E un espace stonien. Le lemme 5 et le
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n.° 1, b, prouvent aussitét que B(E) est isomorphe, en tant qu’al-
gébre normée & involution, & C(E). Done le spectre de B(E) est
E. Ceci prouve la premidre partie du théordme. - La deuxiéme
partie résulte aussitét du lemme 6.

LruMe 7 — Soit R un espace complétement régulier dans lequel
il existe un ensemble maigre partout dense. Il existe alors dans le
specire E de B(R) un ensemble maigre partout dense.

Démonstration — Par hypothése, il existe une suite 4, Ag,...
d’ensembles fermés rares dans B tels que A= UnAn soit partout den-
se dans B. Pour tout n fixé, soit (A% er, 1a famille des ensembles
ouverts non vides de R contenant 4,. A la fonction caractéris-
tique de A, correspond une fonction continue sur E qui est égale &
son carré, done qui est la fonction caractéristique d’un ensemble
ouvert et fermé B,'. Soit B,,_=n,-eIani

a) B, est fermé et rare. Sinon B, contiendrait un ensemble
ouvert et fermé non vide H. A la fonction caractéristique de H
correspond une fonction semi-continue inférieurement f sur R, qui
est égale & son carré sauf sur un ensernble maigre; on a f(x)> 0 sur
un ensemble ouvert @, et f est égale & la fonction caractéristique
de G sauf sur un ensemble maigre. On a, pour tout 7 € I,, GCA,*
& un ensemble maigre prés. Et G est non maigre. GMA, est rare,

done Gf\cA,, est non maigre, donc il existe un z € GOGA,, ou @

n’est pas maigre. Comme 4, est fermé, il existe un voisinage V
de x et un voisinage W de A, disjoints (car R est complétement
régulier). Alors, W est un ensemble 4,°, et V/\G est non maigre,
done W ne contient pas G' & un ensemble maigre prés: contradiction.

b) La réunion des B, est partout dense dans E. Sincn, il
existerait un ensemble ouvert et fermé non vide H dans FE disjoint
des B,. Comme précédemment, & cet ensemble H correspondrait

dans B un ensemble ouvert G non maigre. Pour chaque n, cH
contient B,, donc un B,'», done (:G contient A, & un ensemble
maigre prés; par suite, G contient, 4 un ensemble maigre prés, U.4A.n
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qui est un ensemble ouvert partout denae Done G est rare: con-
tradiction.

Du lemme 7, on déduit aussitét des exemples d’espaces stoniens
dans lesquels existent des ensembles maigres partout denses. On
peut prendre par exemple E=[0,1]. Il est d’ailleurs bien connu
qu’il n’existe aucune mesure dénombrablement additive sur I'al-
gébre de Boole des ensembles boréliens de [0,1] modulo les ensem-
bles maigres (pour références, of. [1]).

Tous les résultats qui suivent sont dus & J. Dieudonné.

Levve 8 — Supposons qu'il existe une base B des ensembles ou-
verts de B possédant la propriété suivante: si Gy, Ga,... est une suile
décroissanie d’ensembles non vides de B, ﬂ,,G,, contient un ensemble
non vide de B. Alors, dans le spectre E de B(R) tout ensemble maigre
est rare. De plus, 31 B n’a pas de pomts isolés, toute mesure sur B
a un support rare.

Démonstration — Pour prouver que, dans un espace topolo-
gique, tout ensemble maigre est rare, il suffit de prouver que, étant
donnés une suite D, D,, ... d’ensembles ouverts partout denses et
un ensemble ouvert non vide D, ﬂ,,Dn posséde dans D un point
intérieur (ceci entraine en effet que I'intérieur de nnDn est partout
dense, done gue ﬂ,,,Dn contient un ensemble ouvert partout dense,
done que |, (CD,,) est rare). Soient done, dans R, une suite Dy,

Dy,... d’ensembles ouverts partout denses, et un ensemble ouvert non
vide D. L’ensemble D/ D est non vide, donc contient un élément
non vide Dy’ de B; puis Dy/M\Dy’ est non vide, done contient un élé-
ment non vide Dy’ de B; ete. On obtient une suite décroisssante
Dy, Dy'... déléments de B, avec D/C D;N\D. Alors un élément
non vide de B contenu dans ﬂ,.,D,,' est contenu dans ﬂ,,D,n et
dans D. Deone, dans R, tout ensemble maigre est rare.

Passons & l'espace E. Soient une suite Hj, Hs,... d’ensembles
ouverts partout denses dans E, et Hy’ un ensemble ouvert non vide
de E. HiMNHy' est non vide, donc contient un ensemble ouvert et
fermé non vide; ce dernier correspond 3 un ensemble ouvert non
vide G; de R; @1 contient un élément non vide A; de B; A; est non
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maigre d’aprés ce qu'on a vu de R, done correspond dans E 4 un
ensemble ouvert et fermé non vide Hy'. On recommence: Ho/M\Hy'
est non vide, etc.... On détermine deux suites décroissantes 4,
Agj... et Hy, Hy... olt les A, sont des éléments non vides de B et ot
les H, sont des ensembles ouverts et fermés de E, avee H,/C H

A; et H/ .y se correspondant. Soit A un éément non vide de B
c?ohtenu dans nnA,‘, et soit H un ensemble ouvert et fermé eorres-
pondant dans E, non vide car 4 est non maigre. On a H C n,,,H s
et HC Hy'. Done, dans E, tout ensemble maigre est rare.

i1y

Si R n’a pas de points isolés, E n’a pas de points isolés. Soit
alors u une mesure sur E, de support S. Soit I; un ensemble ouvert
et fermé non vide de E. On va montrer que CS posséde dans I

des points intérieurs (done CS sera un ensemble ouvert partout den-

se, et S sera rare). Dans B, tout ensemble réduit & un point est rare,
done tout ensemble dénombrable est maigre (et par suite rare).
Comme l'ensemble des points de y-mesure >0 est dénombrable,
‘on voit qu’il existe dans L; un point z de y-mesure nulle. Il existe
done un voisinage ouvert et fermé L;" de z contenu dans L; et tel
que u(L;")<1. En raisonnant comme plus haut, on détermine un
A€ B dont le correspondant L, dans E est contenu dans L;’. On
recommence. On détermine ainsi deux suites déeroissantes Af,
Ag,... et Ly, Ly,... ot les A; sont des éléments non vides de B, et
ot les L; sont des ensembles ouverts et fermés de E, I, et A; se

correspondant, avec p‘(L,v) < %— Soit 4 un élément non vide. de
B contenu dans [} WA, et soit L Pensemble ouvert et fermé non
vide correspondant dans E. On a LCIL; et M(L)<—1* pour tou‘c
i, done u(L)=0, done LC cS

Pour obtenir un exemple d’espace stonien non hyperstonien dans
lequel tout ensemble maigre est rare, il suffit donc de construire
;un espace de Hausdorff R sans points isolés dans lequel existe une
base des ensembles ouverts possédant la propriété du lemme 8.
-Les remarques qui suivent 4 ce sujet se trouvent dans [4] ou sont
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des conséquences immédiates de [4]. Soit ¥ l’ensemble des nom-
bres ordinaux de premidre et de seconde classes, B le groupe additif
‘des fonctions numériques définies sur ¥, totalement ordonné par
Vordre lexicographique. En prenant pour voisinages d’un point
les intervalles contenant ce point (sans 'admettre pour extrémité),
on définit sur R une structure de groupe topologique sans points
isolés. Soient o € Y, et z,y des nombres réels (z<y); soit Ay,
’ensemble des f € R tels que f(3) =0 pour f<a et z<f(a)<y. Les
Ay sy constituent une base des ensembles ouverts qui possede 1a
proprleté du lemme 8.

UniveRsiTE DE Dujow
DijoN, France
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